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2 
性 
了 中 


线性 代数 是 大 学 数学 教育 中 的 一 门 重要 基础 课程 . 通过 对 线性 代数 课程 的 学 习 , 学 生 们 
不 仅 可 以 掌握 该 课程 的 基本 知识 理论 ,更 重要 的 是 可 以 培养 学 生 的 抽象 思维 和 逻辑 推理 能 
力 以 及 利用 矩阵 等 工具 解决 专业 中 过 到 的 实际 问题 的 能 力 . 

传统 的 线性 代数 教材 存在 不 适应 计算 机 时 代 大 学 生 能 力 提升 的 诸多 不 利 方面 ,因此 ， 改 
草 线性 代数 教材 的 编写 理念 ,融入 数学 实验 的 思想 与 内 容 ,切合 时 代 节 拍 成 为 本 书 编写 的 一 
个 良好 动机 . 我们 认为 ,让 学 生 应 用 数学 知识 并 通过 使 用 计算 机 来 解决 实际 问题 是 数学 教育 
中 非常 值得 重视 的 环节 . 

本 书 共 分 六 个 章节 .第 1 章 主要 介绍 了 行列 式 的 基本 概念 和 行列 式 的 计算 ,并 包含 了 行 
列 式 的 一 个 应 用 一 一 克 莱 姆 法 则 ;第 2 章 介 绍 了 算 阵 的 运算 .可逆 和 矩阵、 矩阵 的 初等 变换 、 分 
块 矩 阵 和 和 耸 阵 的 秩 的 概念 以 及 有 关 性 质 ; 第 3 章 讨论 了 nn 维 向 量 的 线性 关系 和 向 量 组 的 秩 
的 概念 ,并 在 此 基础 上 讨论 了 线性 方程 组 解 的 结构 ;第 4 章 介绍 了 方 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 
以 及 矩阵 相似 的 概念 ;第 5 章 介 绍 了 实 二 次 型 的 概念 和 化 二 次 型 为 标准 形 的 方法 ,并 讨论 了 
正定 二 次 型 的 相关 性 质 ;第 6 章 介绍 了 线性 空间 与 线性 变换 的 基本 概念 和 性 质 . 为 便于 读者 
掌握 各 部 分 的 基本 内 容 , 我 们 在 每 节 中 穿插 有 若干 练习 题 , 作 为 基本 训练 之 用 ;并 在 主要 章 
节 中 增加 了 用 MATLAB 处 理 线 性 代数 有 关 运 算 的 数学 实验 内 容 . 章 末 附 有 习题 ,书后 附 有 
习题 的 参考 答案 , 供 读者 参考 . 

本 书 可 作为 高 等 院 校 工科 理科 ( 非 数学 专业 ) 与 经 济 管理 学 科 线 性 代数 课程 的 教材 , 课 
内 32 一 64 学 时 的 都 可 以 选用 . 某 些 章节 不 同 专业 可 根据 不 同情 况 予 以 取 合 . 

本 书 第 1.3 章 由 王 宽 程 编写 ,第 2.4 章 由 高 小 明 编写 ,第 5、6 章 由 杨 英 钟 编 写 . 王 宽 程 
完成 了 全 书 的 统 稿 工作 , 杨 英 钟 完成 了 全 书 的 审阅 工作 . 

我 们 感谢 参考 文献 中 所 列 著作 的 诸位 作者 ,本 书 从 他 们 的 著作 中 得 到 许多 有 益 的 启示 ， 
并 采纳 了 其 中 若干 优秀 的 例题 ,习题 和 一 些 生动 有 趣 的 应 用 实例 , 极 大 地 丰富 了 本 书 的 
内 容 . 

由 于 作者 水 平 有 限 , 书 中 一 定 会 有 许多 错 、 漏 及 考虑 不 周 之 处 ,我 们 热切 希望 使 用 本 书 
的 教师 和 同学 予以 指正 ,以 便 再 版 时 修订 . 我 们 在 此 致 以 谢意 . 


编者 
2018 年 6 月 
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行 列 式 


行列 式 是 研究 线性 代数 的 一 个 重要 工具 , 它 在 数学 的 许多 分 支 以 及 其 他 自然 科学 方面 
有 着 广泛 的 应 用 . 本 章 先 介 绍 二 阶 \ 三 阶 行列 式 , 然 后 归纳 给 出 n 阶 行列 式 的 定义 ,进而 讨论 


其 性 质 和 计算 方法 ,最 后 介绍 用 行列 式 解 线性 方程 组 的 克 莱 姆 法 则 . 
1.1 二 阶 , 三 阶 行列 式 


1.1.1 二 阶 行列 式 
我 们 用 记号 


QI da 


Q21 dad22 


表示 代数 和 Q11Q422 al2421 , 称 为 二 阶 行列 式 , 简 记 为 D, 即 


二 QQ22 al2d21. 


Q21 ad22 


二 阶 行列 式 含有 两 行 两 列 , 横 排 的 称 为 行 , 竖 排 的 称 为 列 . 数 aj (i 二 1,2;j 二 1,2) 称 为 行列 
式 的 元 素 , 其 中 i 为 行 标 ,j 为 列 标 .元素 a; 位 于 行列 式 的 第 i 行 ,第 j 列 . 二 阶 行列 式 有 四 个 


元 素 分 别 是 QllyQ12 "Q21yQ22。 


二 阶 行列 式 表示 的 代数 和 ,可 以 用 画 线 ( 参 见 图 1. 1) 的 方法 帮助 记忆 , 即 实 线 连 结 的 两 


个 元 素 的 乘积 减 去 虚线 连结 的 两 个 元 素 的 乘积 . 


例 1 计算 二 从 行列 式 | | 
2 


= 让 
解 =2X4—(— DX5=13. 
5 4 


例 2 六 Dp-| 1 - 问 为 何 值 时 D0. 


> 
A 1 


解 D 


| 入 一 2 一 1(A 一 2). 
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由 D=0 得 ,4 一 2)=0, 则 4=0,4=2. 
因此 可 得 , 当 4==0 或 4=2 时 ,D=0. 


1.1.2 三 阶 行列 式 
类 似 于 二 阶 行列 式 ,我 们 用 记号 


表示 代数 和 


Qanazass aaas 十 QlsQ21032 一 Ql1423032 一 Q120Q21033 一 Q13Q22031， 
称 为 三 阶 行列 式 , 即 


QI dl a 


D=|as az azs QQ2z433 十 lz2Q23431 十 QisQ2143? andsas — al2d21433 一 Q13Q22Q31 ， 
U3l U32 Ud33 
三 阶 行列 式 含有 三 行 三 列 , 是 6 项 的 代数 和 ,可 以 用 (对 角 线 法 则 ) 夯 线 (参见 图 1.2) 的 
方法 帮助 记忆 . 其 中 各 实 线 连结 的 三 个 元 素 的 乘积 是 代数 和 中 的 正 项 ,各 虚线 连结 的 三 个 元 


素 的 乘积 是 代数 和 中 的 负 项 . 
a Q12 ala Qn Q12 Q13 gll QI12 Q13， 
Q21 Uz2 al Da aa aa | gal ass hos 
an 和 af’ Uf das ass 四 a aas 


(a) (b) 
图 1.2 
| 
例 3 计算 三 阶 行列 式 | 5 0 4|. 
i 二 看 
解 ” 按 对 角 线 法 则 ,有 
1 尘 ; 渴 
5 0 4|=1X0X6 十 3X4X( 一 1) 十 2X5X0 一 1X4X0 一 3X5X6 一 2X0X( 一 1) 
一 1 0 6 
一 一 102. 
| 
例 4 设 D=| a 0 0|, 问 a,b 满 足 什么 条 件 时 DD=0. 
ba 0 
TI 有 1 
解 D=| a 0 0|=a:+b. 
一 4 0 


要 使 D==0, 则 a,b 必须 同时 等 于 0. 因 此 , 当 a 一 0 且 2 一 0 时 也 一 0. 
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习题 1-1 
1. 计算 下 列 行列 式 : 
l= 2 1 
(1) 日 (2) ; 
1 4 一 1 2 
1 2 3 
5 二 
《3) 日 (4) [2 3 1 
6 党 
.1 
| es He | 3 6 9 
,43 下 (6)|0 4 8 
57. 0 0 5 
2. 解 下 列 方程 : 
5 二 
Z2 4 
(1) [= (2) |4 xz 0|=0. 
项 各 
10 这 


1.2 nn 级 排列 


为 了 给 出 阶 行列 式 的 定义 ,以 及 确定 行列 式 中 每 一 项 所 应 取 的 符号 ,在 这 里 我 们 研究 
一 下 级 排列 的 性 质 和 有 关 定 理 . 
定义 1.1 由 数码 1,2,…,n 所 组 成 的 一 个 有 序数 组 , 称 为 一 个 n 级 排列 . 
排列 是 有 序数 组 ,所 以 组 成 排列 数码 的 顺序 不 同 就 是 不 同 的 排列 ,例如 123 和 231 就 是 
不 同 的 三 阶 排列 . 不同 的 阶 排列 有 和 多少 个 呢 ? nn 阶 排列 的 一 般 形式 可 以 表示 为 jj0…j,， 
其 中 方 ,js,… ,ji 为 数 1,2,…,n 中 某 一 个 数 , 且 互 不 相同 ,这 时 ji, (1 二 k 过 n) 的 下 标 k 表 示 
jx 排 在 n 阶 排列 从 左 到 右 的 第 k 个 位 置 上 . 这 样 按 阶 排列 的 定义 知 , 坟 可 及 种 选取 (在 
个 数码 中 任 选 一 个 ),j,。 有 一 1 种 选取 (去 掉 记 ,在 余下 的 n 一 1 个 数码 中 任 选 一 个 ),…… Pe 
可 有 2 种 选取 (去 掉 广 ,j,，,…,j,-z, 在 余下 的 2 个 数码 中 任 选 一 个 ), 而 j, 只 能 取 余 下 的 那个 数 
码 , 故 久 阶 排列 一 共有 
nX(n—1)X:… Xx2XxX1=n! 
个 .例如 三 阶 排列 共有 3! ==6 个 ,分 别 是 : 
125 L320 Zl 23ls 12; 321: 
定义 1.2 在 一 个 排列 中 , 若 有 某 个 较 大 的 数 排 在 某 个 较 小 的 数 的 前 面 , 则 称 这 两 个 数 构 
成 一 个 逆序 . 在 一 个 排列 jj。…j, 中 ,逆序 的 总 数 称 为 这 个 排列 的 逆序 数 , 记 为 NG1j2…j,). 
例如 ,5 级 排列 35412 有 7 个 逆序 ,4 级 排列 1324 有 一 个 逆序 . 
下 面 寻求 计算 排列 逆序 数 的 方法 . 先 看 一 个 例子 ,排列 35412 构成 逆序 的 数 对 有 
315 325 
54, 51, 52; 
41， 42. 
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因而 35412 的 逆序 数 为 
2(3 的 后 面 比 3 小 的 数 的 个 数 ) 十 
3(5 的 后 面 比 5 小 的 数 的 个 数 ) 十 
2(4 的 后 面 比 4 小 的 数 的 个 数 ) 十 
0(1 的 后 面 比 1 小 的 数 的 个 数 ) 一 7， 


所 以 N(35412) 一 7. 
由 此 得 出 计算 排列 的 逆序 数 的 一 个 方法 : 
NG 7 力 ) 二 Ni On 的 后 面 比方 小 的 数 的 个 数 ) 十 
Na (js 的 后 面 比 js 小 的 数 的 个 数 ) 十 … 十 
NG 的 后 面 比 j,i 小 的 数 的 个 数 ). 
例如 ,在 排列 3657214 中 ,在 3 的 后 面 比 3 小 的 数 有 2 个 ,在 6 的 后 面 比 6 小 的 数 有 4 
个 ,在 5 的 后 面 比 5 小 的 数 有 3 个 ,在 7 的 后 面 比 7 小 的 数 有 3 个 ,在 2 的 后 面 比 2 小 的 有 1 
个 ,所 以 


N(3657214) 一 2 十 4 十 3 十 3 十 1 一 13. 

12…n 所 构成 的 n 级 排列 ,是 按 自然 数 的 顺序 由 小 到 大 进行 排列 的 ,我 们 称 它 自然 顺序 
排列 ,容易 看 出 自然 顺序 排列 的 逆序 数 为 0, 即 N(12…n) 二 0. 

在 上 例 中 ,我 们 看 到 有 的 排列 的 逆序 数 是 奇数 ,而 有 的 排列 的 逆序 数 是 偶数 . 

定义 1.3 在 一 个 排列 中 , 若 它 的 逆序 数 是 奇数 , 则 称 这 个 排列 是 奇 排列 ;车 它 的 逆序 
数 是 偶数 , 则 称 这 个 排列 是 偶 排列 . 

例如 ,3 级 排列 231 的 逆序 数 N(231) = 二 2, 所 以 它 是 一 个 偶 排 列 ;5 级 排列 35412 的 
逆序 数 N(35412) 二 7, 是 个 奇数 ,所 以 它 是 一 个 奇 排列 ; 自然 顺序 排列 123…n 的 逆序 数 
N (12…n) 二 0, 因 此 它 是 一 个 偶 排 列 . 

将 一 个 排列 中 某 两 个 数码 的 位 置 互 换 , 而 其 余数 码 不 动 , 就 得 到 另 一 个 排列 ,这 样 的 变 
换 称 为 对 换 . 

例如 ,排列 1324 经 过 3,4 对 换 , 变 成 了 排列 1423. 原来 排列 的 逆序 数 是 1, 为 奇 排列 ,经 
过 对 换 3,4 后 的 排列 的 逆序 数 是 2, 为 偶 排列 . 又 如 排列 1357624 经 过 5,2 对 换 变 为 排列 
1327654, 原 来 排列 的 逆序 数 是 8 ,为 偶 排 列 , 经 过 对 换 5,2 后 的 排列 的 逆序 数 是 7, 为 奇 排 
列 .在 一 个 排列 中 ,经 过 一 次 对 换 之 后 改变 了 原来 排列 的 奇偶 性 . 由 下 面 的 定理 知道 ,这 是 一 
个 普遍 的 规律 . 

定理 1.1 任 一 排列 ,经 过 一 次 对 换 后 排列 的 奇偶 性 改变 . 

证 首先 看 在 一 个 排列 中 互 换 相 邻 的 两 个 数 的 情形 . 设 已 给 排列 为 

a 
经 过 i,j 的 对 换 , 变 成 排列 
pe 

其 中 *…? 表 示 除 i,j 之 外 其 余 不 动 的 数 . 比较 一 下 这 两 个 排列 的 逆序 数 ,由 于 “…” 中 各 数 的 
位 置 保持 不 变 , 因 此 在 上 述 两 个 排列 中 ,i 或 j 与 前 面 和 后 面 “…” 中 各 数 所 构成 的 逆序 也 相 
同 ,所 不 同 的 只 是 改变 了 i 与 j 的 顺序 .于 是 当 i<j 时 ,新 排列 比 原 排列 的 逆序 数 多 了 一 个 ; 
当 i>j 时 ,新 排列 比 原 排列 的 逆序 数 少 了 一 个 ,所 以 这 两 个 排列 的 奇偶 性 相反 . 

现在 ,看 一 般 情形 . 设 i 与 j 之 间 有 s 个 数 , 即 排列 为 
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Ra 
经 过 i 与 j 的 对 换 , 变 成 排列 

JR 
这 样 一 个 对 换 ,我 们 可 以 把 它 看 作 在 原 排列 中 先 让 7 与 &, 对 换 ,再 与 &,-1 对 换 ,…… ,最 后 与 
i 对 换 ;总 共 经 过 s 十 1 次 相 邻 两 数 的 对 换 , 变 成 排列 

2 
然后 ,再 让 i 与 & 对 换 , 青 与 & 对 换 ，…… ,最 后 与 &, 对 换 , 总 共 经 过 s 次 相 邻 两 数 的 对 换 ， 
最 后 变 成 排列 

JR 
它 正 是 排列 *…ikyk,…kj…” 经 过 i 与 j 的 对 换 所 得 到 的 排列 . 因此 ,i 与 7 的 对 换 总 共通 过 
2s 十 1 次 相 邻 两 数 的 对 换 而 得 到 . 上 面 已 经 证 明 对 换 相 邻 两 数 改 变 排列 的 奇偶 性 ,而 2* 十 1 
为 奇数 ,所 以 ,经 过 奇数 次 相 邻 两 数 的 对 换 改 变 原 排列 的 奇偶 性 . 


习题 1-2 


1. 写 出 4 个 数码 1,2,3,4 的 所 有 4 阶 排列 . 

2. 分 别 计算 下 列 4 个 4 阶 排列 的 逆序 数 ,然后 指出 奇 排列 是 (  ). 

A. 4321 B. 4132 C. 1342 D. 2314 

3. 求 下 列 排序 的 逆序 数 ; 

(1) 41253 ; (2) 3712456; (3) 36715284; (4) mn 一 1)…21. 
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先 来 剖析 二 阶 、 三 阶 行列 式 的 定义 


QI a 
一 Q11422 al2d21. 


dz  Q22 


Qa qd2z qz3 | 一 Qildz2Qss 十 QlzQ2sQsl 十 QisQ2i1Qaz 一 QllQ2sQs? 一 Ql2Q21033 一 Q13Q22Q31.。 


asl U32 U33 
其 共同 特征 可 概括 如 下 : 

(1) 二 阶 行列 式 是 2!=2 项 的 代数 和 ,其 中 每 一 项 是 取 自 不 同行 不 同 列 的 两 个 元 素 的 
乘积 . 三 阶 行列 式 是 3!=6 项 的 代数 和 ,其 中 每 一 项 是 取 自 不 同行 不 同 列 的 三 个 元 素 的 乘 
积 , 且 任意 三 个 不 同行 不 同 列 的 元 素 的 乘积 都 是 展开 式 中 的 一 项 . 

(2) 代数 和 中 每 一 项 的 正 负 号 是 这 样 决定 的 : 当 每 一 项 行 标 按 自然 顺序 排列 时 ,由 列 
指标 组 成 排列 的 奇偶 性 确定 , 偶 者 为 正 , 奇 者 为 负 . 

据 此 ,我 们 可 将 二 阶 行列 式 、 三 阶 行列 式 分 别 定义 为 


QI a 
去 > NG1j2) 
一 (= Ds Qj A2j, ， 


i 


Q21 ld22 
Aan Ql2 als 


一 » f= Dv a 2j, a3js » 


Nizjs 


dz Ud22 ld23 


ld31l ds2 433 
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这 里 2 表示 对 1,2 这 两 个 数 所 有 排列 ( 共 2! 项 ) 取 和 ， >, 表示 对 1,2,3 这 三 个 数 所 有 排 
列 ( 共 31 项 ) 取 和 . 
根据 以 上 规律 ,我 们 给 出 n 阶 行列 式 的 定义 . 
定义 1.4 由 习 个 数 , 排 成 4 行 n 列 , 记 为 
ay dl ?al 


Mal dz2 ”don 


Adm Qnr2 “” Qm 

称 其 为 n 阶 行列 式 , 其 中 a; 代表 第 i 行 第 j 列 的 数 ( 称 为 元 素 )(i,j 二 1,2,…,n) ,i,j 分 别称 
为 元 素 a; 的 行 标 和 列 标 .n 阶 行列 式 等 于 所 有 取 自 不 同行 不 同 列 的 n 个 元 素 乘积 的 代数 和 ， 
此 代数 和 共有 zl 项 ,每 项 的 符号 是 这 样 确定 的 : 当 这 一 项 的 个 元 素 的 行 标 按 自然 顺序 排 
列 好 之 后 , 它 的 列 标 构成 一 个 级 排列 六 7j… 思 ,车 该 怀 级 排列 是 偶 排 列 , 那 么 这 一 项 取 正 
号 ;是 奇 排列 , 则 取 负 号 , 即 : 

a dl “” laln 

Q2 4Q22 ”da 


"| = 2 DM gy am "ay,» (1.1) 


JTJ2™In 


am dan mm 


其 中 >， 表示 对 1,2,…,n 这 个 数组 成 的 所 有 排列 jj,…j,( 共 n! 项 ) 求 和 . 


(一 Do22c7an az, aw, 称 为 行列 式 的 一 般 项 . 
当 n=2 或 n=3 时 ,就 是 二 阶 行列 式 或 三 阶 行列 式 . 特别 地 , 当 n=1 时 ,一 阶 行列 
式 |an|=an. 
为 方便 计算 ,n 阶 行列 式 (1.1) 可 简 记 为 D= |a; |，. 
例 1 计算 行列 式 
QoQ 0 0 1 
0 0 2 0 
0 300| 
4 0 0 0 


解 这 是 一 个 4 阶 行列 式 ,在 展开 式 中 应 该 有 4! 三 24 项 . 但 是 由 于 出 现 很 多 的 零 ,所 
以 不 等 于 零 的 项 数 就 大 大 减少 了 . 我 们 具体 地 来 看 一 下 . 展开 式 中 项 的 一 般 形式 是 
Qj Q2iz A3js Q41 » 
显然 ,如 果 坟 去 4, 那 么 a1 二 0, 从 而 这 个 项 就 等 于 零 . 因此 只 需 考虑 方 一 4 的 那些 项 ; 同 
理 , 只 需 考虑 j, 二 3,js 二 2,j4 二 1 这 些 列 指标 的 项 . 这 就 是 说 ,行列 式 中 不 为 零 的 项 只 有 
auazaszan 这 一 项 ,而 N(4321) 二 6, 这 一 项 前 面 的 符号 应 该 是 正 的 . 所 以 
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,| 
0020 
原 式 一 一 1X2X3X4 一 24.。 
0 3 0 0 
4 0 0 0 
例 2 计算 行列 式 
apDc d 
eg 六 
ry 0 0| 
证 和 从 


解 ”这 是 一 个 4 阶 行列 式 , 在 展开 式 中 应 该 有 4!=24 项 .但 只 有 以 下 4 项 为 非 零 . 
chrv,chyurdgrv dgyu. 
与 这 4 项 相对 应 的 列 标的 4 级 排列 分 别 为 3412,3421,4312 和 4321 ,对 应 的 逆序 总 数 分 别 
为 : N(3412)= 4,N(3421)= 5,N(4312) 王 5,N(4321) 王 6, 所 以 第 一 项 和 第 四 项 取 正 号 ， 
第 二 项 和 第 三 项 取 负 号 , 即 


ab cd 
eg 
=chrv—chyu—dgrvt+dgyu. 
Ty 0 0 
u v 0 0 


例 3 求 下 列 行列 式 的 值 


D= 
0 0 am 

这 个 行列 式 称 为 上 三 角形 行列 式 , 它 的 特点 是 当 i>j 时 a 二 0, 或 者 说 这 个 行列 式 主 对 
角 线 ( 即 QI11 ,422s" sam 所 占 的 一 条 对 角 线 ) 以 下 的 元 素 都 等 于 零 . 

解 ” 由 行列 式 的 定义 知 ,D 的 展开 式 共 有 n! 项 ,其 展开 式 中 的 一 般 项 为 

(Wg a 

而 乘积 当中 只 要 有 一 个 元 素 为 零 ,乘积 就 为 零 ,所 以 只 需 取 乘 积 不 为 零 的 项 即 可 . 由 于 一 般 
项 中 a 取 自 DD 的 第 n 行 ,而 第 行 除 a,, 外 ,其 余 元 素 全 为 零 , 故 车 j, 了 nn, 则 对 应 的 行列 式 
展开 式 中 那 一 项 一 定 为 零 , 求 和 时 该 项 可 不 计 , 为 此 只 要 考虑 j, 二 n 的 项 . 同样 由 于 DD 的 第 
?2 一 1 行 中 除 cv: 及 a,-1,, 外 ,其 余 元 素 全 为 零 , 且 j, 已 取 n, 从 而 只 能 取 j,i 二 n 一 1. 以 
此 类 推 ,js 二 2, 族 二 1. 所 以 行列 式 中 不 为 0 的 项 只 能 是 aaaz…amw-. 又 因 列 标的 级 排列 的 
道 序数 N (123…n) 二 0, 所 以 


Qs, 


第 1 章 行列 式 > 


同 理 可 计算 出 下 三 角形 行列 式 ( 当 i<j 时 4; 一 0 的 行列 式 ) 
ui 0 < .0 


Q21 ad22 0 
: anazz 

Am ln “” Qm 

定理 1.2 nn 阶 行列 式 的 一 般 项 可 以 写 为 
(= Dg a "as 


其 中 rio, 和 jj2** 区 四 都 是 7 级 排列 ,m 和 / 分 别 为 排列 i。… “i 和 77j2…7 的 逆序 数 . 

证 “在 乘积 wj) as …as; 中 ,交换 任意 两 个 元 素 的 位 置 ,那么 两 个 下 标 所 对 应 的 级 
排列 也 同时 变换 ， el 1 可知 ,排列 吝 iz…i 和 疡 ja…j 的 逆序 数 将 同时 改变 奇偶 性 ， 
于 是 和 式 m+ 的 奇人 性 不 这 ,这 杰 , 经 过 有 限 次 交 扫 机 个 天 的 位置, 便条 可 ae av 
中 元 素 的 行 标 调换 成 按 自然 顺序 12…n 排列 ,而 设 此 时 所 对 应 的 列 标的 es S152° 
则 有 

《一 下 mt 有 me a 
= 

上 式 利用 了 N(12…n) 二 0. 

有 了 定理 1.2, 在 阶 行列 式 的 定义 1. 4 中 ,如 果 我 们 把 行列 式 的 一 般 项 a aa ca 
中 元 素 的 列 标 调换 成 按 自然 顺序 12…n 排列 ,而 此 时 相应 的 行 标的 n 级 排列 为 i2…i,, 那 
么 行列 式 的 定义 又 可 投 述 为 


al dl “” Qn 
Q2 dz2 don Png 
中 | | (= Ds "aia dins Kl 2) 


Qn dn “” lnmn 


其 中 >》， 表示 对 1,2,…,n 这 个 数组 成 的 所 有 排列 十 i…is 求 和 . 


习题 1-3 

1. 用 行列 式 定义 计算 下 列 行列 式 : 
0 1 0 4»: 0 al ap as aa Als 
0 0 汪 0 dal ld22 dz23 ld24 ld25 

《I | 和 和 全 cE (2) |aa aa 0 0 0|; 
0 0 0 7 一 1 aa az 0 0 0 
n 0 0 0 as as 0 0 0 
O01 0 

(3) 0 1 0 0 
0 0 0 1 
1 0 0 0 


2. 在 6 阶 行列 式 |as | 中 ,下 列 各 元 素 乘积 应 取 什 么 符号 ? 


(1) asazsQszQa4QslQ663 (2) aiqazsQszQ44Q5sQ653 (3) aziassQl6QszQ65Qat. 
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3 选择 k,l 使 ajsazias4aszasi 成 为 5 阶 行列 式 |a; | 中 带 有 负 号 的 项 . 
4. 设 n 阶 行列 式 中 有 n? 一 n 个 以 上 元 素 为 零 , 证 明 该 行列 式 为 零 . 


1.4 行列 式 的 性 质 


直接 根据 定义 来 计算 n 阶 行列 式 往往 比较 麻烦 ,本 节 介 绍 行列 式 的 一 些 主要 性 质 , 利 用 
这 些 性 质 ,可 以 使 行列 式 的 计算 大 大 简化 . 

定义 1.5 将 行列 式 D 的 行 与 列 互 换 , 得 到 的 行列 式 , 称 为 D 的 转 置 行列 式 , 记 作 DT7， 
即 设 


a 42 “” Qn 
Q2 ld22 don 
Ds | 
Aam dnz a 
则 
an ad2l lam 
而 ?一 Ql12 ad22 Qn2 


ln A2n Qn 
性 质 1 将 行列 式 转 置 ,行列 式 的 值 不 变 , 即 = DT 
证 记 D 的 一 般 项 中 个 元 素 的 乘积 为 
Qj 2js Ay, 
这 个 元 素 位 于 DD 的 不 同 的 行 和 不 同 的 列 , 因 而 它 也 位 于 D7 的 不 同 的 列 和 不 同 的 行 ,在 
DT 中 应 为 
Qii1Qjz2 "Qiany 
所 以 它 也 是 DT 的 一 项 .反之 ,DT 的 每 一 项 也 是 D 的 一 项 , 即 D 和 DTI 有 相同 的 项 . 再 由 公 
式 (1.1) 和 公式 (1.2) 可 知 这 两 项 的 符号 也 相同 ,所 以 D7=D. 
性 质 1 说 明 ,在 行列 式 中 行 与 列 的 地 位 是 平等 的 ,行列 式 的 性 质 对 行 成 立 的 对 列 也 成 
立 , 反 之 亦 然 . 


例如 
2 一 4 2 区 
D= |3 1 5|=10, DT 4 1 1|=10. 
2 下 二 儿 ，、。 二. 逝 


性 质 2 ”如果 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 的 每 一 个 元 素 都 可 以 表示 为 两 个 元 素 之 和 ,那么 这 
个 行列 式 可 以 表示 为 两 个 行列 式 之 和 , 即 
an Q12 ee Qln QI dl “” Ql an dl lan 


batca be 十 ca … batcan|=|ba ba | 十 | ca ** cnl|, 


Qn ln2 Re nn Um dn ”Um Qn dn OO lnm 
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i Br i i “De es i dE EW 
aa boitca azn an ba a Q2 Ca ”lzn 
十 
ta Biton * Am Qa bi Am Qa ee Ca i Qn 
证 只 就 行 的 情形 证 明 . 由 阶 行列 式 的 定义 
QH Q12 人 Qin 
i 
Qnm dn oe nn 
= bp (一 Di a aa ei (bs, + Cs, )airnin aw, 
六 和 下 
一 bp (一 D Niawin a az, Sale Catt vay, 村 
WP 
> DMD a as, "Qi CQ "A, 
人 joi 
a dl ”” Qn a dl “”” Qn 
=|ba bi bn |t lca ca Cin 
Qam lnz nn Aam anz nn 
例如 
-i ， 汽 2 十 3 5 十 6 1 十 4 2 5 1 3 6 4 
0 2 3|=| 0 2 3 |=|0 2 3| 二 |0 2 3|=10 
0 0 1 0 0 和 0 0.1 0 0 1 


推论 如 果 行列 式 某 一 行 ( 列 ) 的 每 个 元 素 都 可 写成 m(m 为 大 于 2 的 整数 ) 个 数 的 和 ， 
则 此 行列 式 可 以 写成 mx 个 行列 式 的 和 . 
性 质 3 ”行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 中 所 有 的 元 素 都 乘 以 同一 数 &, 等 于 用 数 & 乘 此 行列 


式 , 即 


a dl2 adn an Q12 


kan Raz … kain|=klan az … am|, 


Qnm ng 和 nn dm lng dm 
或 
Qi se Ra se a an ” Qi Qln 
aa °° kaz: ”  Q2n 三 站 Q21 Q2i Q2n 
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证 只 就 行 的 情形 证 明 . 由 阶 行列 式 的 定义 


a Q12 Qln 


Qn ln lm 


NG i) 
2 (2 
i 


Nia) Beg 0 
k > (= 1 gy a Gd mid uy 
EA 


a dl “”” Qnm 


=klan ai Qin 
dm dn2 nn 
例如 
.名 3 
D=|0 3 2|=12， 
0 0 4 
用 2 乘 以 DD 的 第 一 行 ,得 
2X1 2X2 2X3 2 4 6 
0 3 2 |=|0 3 2|=24=2D. 
0 0 4 0 0 4 


推论 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 元 素 全 为 零 , 则 此 行列 式 为 零 . 
性 质 4 将 行列 式 的 任意 两 行 ( 列 ) 对 调 ,行列 式 仅 改变 符号 , 即 若 设 


a dl “”” Qn QI dl ”adn 

ada diz ldin Qi a “ Qn 

D= : Dr 2 

a a “* ap dn Miz “” din 

Qnm an ”lm Am anz nn 

或 

aa *** as * QU al al … ay .AN Gm 
Q21 dz * AQ2j Q2n Q21 a2j Q2i 5 Q2n 
B= .|，D,= ， 
Un ”dn ”an lm Qn Qnj Qi Qnn 
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证 只 就 行 的 情形 证 明 . 记 DD 的 一 般 项 中 个 元 素 的 乘积 为 
Qj a "ag a a 

这 个 元 素 在 D 中 位 于 不 同 的 行 和 不 同 的 列 , 因 而 在 D; 中 也 位 于 不 同 的 行 和 不 同 的 列 ,所 
以 也 是 Di 的 一 项 .反之 ,Di 的 每 一 项 也 是 D 的 一 项 ,所 以 D 和 Di 有 相同 的 项 , 且 所 对 应 
的 项 绝对 值 相 同 . 

现在 看 该 项 的 符号 : 它 在 D 中 的 符号 为 

(Cn DLA A 

由 于 Di 是 由 交换 D 的 i,k 两 行 而 得 到 的 ,所 以 行 标的 级 排列 *12…i…k…n” 变 为 n 
级 排列 *12…k…i…n”, 而 列 标的 n 级 排列 并 没有 发 生变 化 . 因此 由 定理 1.2, 它 在 Di 中 的 
符号 为 


(— NASwhin) HNO joa) = (— 1) Ni Nd 


=— (Ni 


上 式 利用 了 N(12…i…k…n) 二 0. 因此 D 和 Di 中 每 一 个 对 应 的 项 绝对 值 相等 ,符号 相 
反 , 即 Di= 一 D. 
例如 
i pa 
| 二 | 多 让 二 1 术 
Ee ee 


推论 如果 行列 式 有 两 行 ( 列 ) 元 素 完 全 相同 , 则 此 行列 式 为 零 . 

证 设 该 行列 式 为 D, 交 换 D 相同 的 那 两 行 ,由 性 质 4 可 得 D== 一 D, 故 D=0. 

性 质 5 行列 式 的 某 两 行 ( 列 ) 对 应 元 素 成 比例 , 则 此 行列 式 为 零 . 

证 设 nn 阶 行列 式 第 i 行 的 各 元 素 为 第 j 行 的 对 应 元 素 的 & 倍 , 由 性 质 3, 可 以 把 & 提 
到 行列 式 外 相 乘 . 剩 下 的 行列 式 的 第 字 行 与 第 7 行 的 两 行 相同 ,再 由 性 质 4 的 推论 得 行列 式 


例如 
1 2 3 
10 20 
a 2 4 6|=0. 
20 40 
1 有 2 
性 质 6 把 行列 式 的 第 j 行 ( 列 ) 元 素 的 k 倍 加 到 第 i 行 ( 列 ) 的 对 应 元 素 上 ,行列 式 的 值 
不 变 . 
证 只 就 行 的 情形 证 明 . 由 行列 式 的 性 质 , 有 
a Q12 多 Qin 


aa 十 Rail az 十 Raiz … aa 十 Eap 


Qn a a1z 
Qin kan kaj 
| : 
Qn an a 
Qnn An Qn 
Qln QI a 
Qin Qi Qi2 
a | 
Qin an ajs 
nn Qam lan2 
dln 
lin 
Qn 
nn 
| et | 0 2 
= = 
2 = 
2 1 1 0 
1 
第 1 行 的 1 倍 ,一 2 信 |0 
分 别 加 到 第 3.4 行 |0 
0 
1 
第 3 行 的 一 1 倍 |0 
加 到 第 4 行 0 
0 


a a 
lan diz 
由 性 质 2 | 。 : 
an Qi2 
adm dn 
QI a 
a diz 
由 性 质 3_| ， ; 
a 
dm dn 
QI a “” 
an dai 
由 性 质 5 | . 
an a 
Qam lnz 人 
例 1 计算 4 阶 行列 式 
解 
£1 :三 3 0 2 
st se We 
D= 
= » 三 0 
2 . 1 0 
于 二 和 0 2 
第 2 行 的 1 倍 .3 倍 |0 一 1 一 1 2 
分 别 加 到 第 3.4 行 |0 0 一 2 4 
0 0 一 2 2 
1X(—1)X(—2)X(—2) 4. 
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1 Ei | 

1 | 
| | 
二 


4 5 


习题 1-4 
1. 用 行列 式 的 性 质 计算 下 列 行列 式 : 
1 
| 
二 
《yO (2) 
= 
| | 
= 
I y 洲 中 池 
(3) y 部 旧闻 丈 
Z 十 9 zx y 
2. 把 下 列 行列 式 化 为 上 三 角形 行列 式 ,并 计算 其 值 : 
= 2 二 0 
一 5 
4 一 | 3 5 
(1) (2) 7 
3 下 二 
一 和 
2 0 5 1 
3， 用 行列 式 性 质证 明 : 
y+z xz 十 zZ Z 十 y Ty zz 
(1) |z 十 y y+z z+z|=2|z zx y|; 
EA i eh 了 二 六 演 
ai 十 RD bte a a bh a 
(2) |az 十 kb 2 十 cz cz| 一 |a pb cl. 
as 十 Rb bstcs cs as bs cs 
1.5 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 
定义 1.6 在 nn 阶 行列 式 
ay al 
Q21 ld22 
Um dn 


中 ,去 掉 元 素 a; 所 在 的 第 i 行 和 第 j 列 , 余 下 的 n 一 1 阶 行列 式 
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a Q12 ”Qhii A1,j+1 抽 提 dln 


Qi dil2 OY Qi-l Qiljtl “” ldi-ln 


Qi+l1 Qi+l2 “” Qi+lj-1 Qitljtl “” litlmn 


Qm ln dil Qnjitl lmn 
称 为 元 素 a 的 余子 式 , 记 作 Mj. 在 Mn 的 前 面 添加 符号 (一 1) 一 后 , 称 为 元 素 ai 的 代数 余 
子 式 , 用 A; 表示. 即 A; ==( 一 DD 人 iM;. 
例如 ,在 4 阶 行列 式 

Qa QI12 QI13 a 
Q21 Q22 Q23 Q24 
Q3l Q32 Q33 Q34 
Q41 Q42 Q43 au 


中 ,asz 的 余子 式 Ma 为 


Ma 一 |an as an|, 


Qi Qs3 ad 
asz 的 代数 余子 式 为 Ass 二 (一 1)3*?Mss. 而 as 的 代数 余子 式 是 
dal ads az 

As=(—1) Ms= |ays as as |. 
Qu Qs a 


定理 1.3 7 阶 行列 式 


Um dn OO Qm 
等 于 它 当 中 任 一 行 ( 列 ) 的 各 元 素 与 其 代数 余子 式 乘积 之 和 . 即 
D=anAn tazAizt TanAn, i=1,2,°,n, 
或 


D=ayAytasAyttasAy, j=1,2,,n. 
证 (1) 讨论 D 的 第 一 行 中 的 元 素 除 a1 取 0 外 ,其 余 元 素 均 为 零 的 特殊 情形 , 即 
Qil 0 Pre 0 


Qn am dm 
因为 DD 的 每 一 项 都 含有 第 一 行 的 元 素 , 但 第 一 行 中 仅 有 aa 去 0, 所 以 D 中 仅 含有 下 面 形式 
的 项 


TYNGi co )》 i 二 __ 1)NOsj.) ee 
Dv anas, as, =an[L(— 1 MY zj, uw 
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等 号 右 端 方 括号 内 正 是 Mi 的 一 般 项 ,所 以 D=aaMa ,再 由 Au 三 (一 1) Ma 一 Mi ,得 到 
办 一 6 
(2) 讨论 行列 式 D 中 第 i 行 的 元 素 除 ai 关 0 外 ,其 余 元 素 均 为 零 的 情形 , 即 


an Q12 ”” Qi-1 QT Qjtl Qln 


Qi ai OO Qi Qi- Qi 一 IJ+l “Qi 一 ln 
D= 0 0 nt 0 ay 0 a 0 


Qi+l1 Qi+l2 ”Aitlj-l Qitlyi Qi+lj+l ™” litln 


Qn Qn OO dnj-l lnj Qnitl “” Qm 
将 DD 的 第 i 行 依次 与 第 i 一 1,i 一 2,…,2,1 各 行 互 换 后 ,再 将 第 j 列 依次 与 第 j 一 1,j 一 2,…， 
2,1 各 列 互 换 , 共 经 过 i 十 j 一 2 次 交换 行列 式 D 的 行 和 列 , 得 
ay 0 和 0 0 "Ra 0 


QU a A AQ1,j-1 Q1,i+1 和 Qln 


二 (1)iti-2 
DBD=《—D™ Qi Qi Qilj-l Qitl li-lmn 


Qi+lj Qi+ll OY Qitlj-l Qi+lj+l Qitlmn 


Qnj Qn i Qn,j—1 Qn,jtl ee nn 
=(—1)'tia jiMi =ajAs. 
(3) 最 后 讨论 一 般 情 形 


QH QI12 扩 dln 


D= | 十 0 十 … 十 0 0 二 az 十 … 十 0 … 0 十 … 十 0 二 an |. 


Qn Qn2 SE Qnn 
由 性 质 2, 性 质 3 和 上 述 (2) 的 结论 ,可 得 
Qi dl dln QI dy ?aln al az … an 
D=lan 0 0 | 十 | 0 ae 0 | 十 … 十 | 0 0 lin 
Am dnz nn Qam dnz ”lm dm dn Gm 
Qn a a al az … an dt i Gi 


=aa|ll 0 :… 0|+aslo 1 2 0|+…+alo 0 » 1 


Am dn OO Qm Adm dn dm Um dn OO Qm 


一 aaAa 十 azAz 十 … 十 anAi. 
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显然 这 一 结果 对 任意 i 二 1,2,…,n 均 成 立 . 
利用 行列 式 的 性 质 1, 便 可 得 到 第 二 个 等 式 , 即 
D=ajyAy tazsAst -tasA,, j=1,2,°" ,n. 
例 1 分 别 按 第 一 行 与 第 二 列 展开 下 列 行列 式 


0 =2 
D=| 1 1 3 
i 1 


解 (1) 按 第 一 行 展开 


1 1 
D=1xX(—D'™ 
3 


3 
斗 0 次 ( 一 内 
1 


3 
tnxc-pm 
了 


二 和 


1X( 一 8) 十 0 十 (一 2) X5 一 一 18. 
(2) 按 第 二 列 展开 


= 
D=0X(—D'? 


3 
LE 
1 


1 
+3X(—DH? 
| 


= 


0+1X(—3)+3X(—1)X5=—3—15=—18. 
例 2 计算 行列 式 


1 2 1 4 

1 0 3 2 
D= 

人“ 0 

1 2 0 一 5 


解 ”由 于 此 行列 式 的 第 三 行 或 第 三 列 中 的 零 元 素 比较 多 ,所 以 将 D 按 第 三 行 或 第 三 列 
展开 时 ,计算 会 比较 简单 ,不 妨 将 D 按 第 三 列 展开 , 则 应 有 
D=aisAis tazsAzstassAss 十 adsAs ， 
其 中 ,ays==1,azss = 二 3,ass = 二 0,a4s = 二 0; 而 


1 0 2 
As=(—D)'™|2 | 0 
1 区 “二 人 
1 2 4 
A»s=(—1)’|2 1 0|=45， 
El 人 
所 以 ,D=1X( 一 7) 十 3X45 十 0XAs 十 0XA4 王 128. 
定理 1.4 nn 阶 行列 式 
a QI12 Qin 
Q21 Q22 Q2n 
dam dn Amn 


的 某 一 行 ( 列 ) 元 素 与 另 一 行 ( 列 ) 对 应 元 素 的 代数 余子 式 乘积 的 和 等 于 零 , 即 
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anAsa tazAstt…tanAs =0, i¥s, i,s=1,2,.",n; 


ayAutazAzt tasAx =0, jt, jt=1,2,° ,Nn. 
证 用 行列 式 中 第 i 行 的 元 素 去 蔡 换 第 ; 行 对 应 的 元 素 , 得 到 如 下 行列 式 


a a Qln 
Qa ai Qa |i 行 
Qa dai Qin |s 行 
Am dn “” Qm 


该 行列 式 有 两 行 元 素 相 同 , 由 行列 式 性 质 4 的 推论 可 知 ,其 值 为 零 . 另 一 方面 ,我 们 将 此 行列 
式 按 第 ; 行 展开 ,得 

aaAa 十 azAs 十 … 十 anA。. 
因而 


aaA 十 apzAs 十 … 十 anA。 一 0， ii 关 *， i,s=1,2,",n. 
利用 行列 式 的 性 质 1, 便 得 到 第 二 个 等 式 , 即 
ayAutazAzt tasAn 一 0， 7 关上 ， jt=1,2,°,n. 


习题 1-5 
—3 0 14 
1. 求 行列 式 | 5 0 3| 中 元 素 2 和 一 2 的 代数 余子 式 . 
2 一 2 1 
2. 已 知 4 阶 行列 式 D 中 第 三 列 元 素 依次 为 一 1,2,0,1, 它 们 的 余子 式 依次 分 别 为 5,3， 
一 7,4, 求 D=? 
3. 按 第 三 列 展开 下 列 行列 式 ,并 计算 其 值 . 
ty Gx@ “1 下 区 六 
| Oy | 
—1 —1 ec 一 ! 和 
= 此 员 . 减 ”. 光 EW 


(3) laa az 0 0 0|. 
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1.6 行列 式 的 计算 


在 这 一 节 , 介 绍 一 些 计 算 行 列 式 的 常用 方法 . 一 般 来 说 ,高 于 三 阶 的 行列 式 比较 不 适合 
用 行列 式 的 定义 去 计算 . 因为 按照 行列 式 的 定义 计算 行列 式 时 ,计算 量 较 大 ,除非 行列 式 中 
某 一 行 ( 列 ) 含 有 较 多 的 零 元 素 ( 例 如 上 三 角形 行列 式 ). 因此 在 具体 计算 时 ,总 是 先 运用 行列 
式 的 性 质 ,将 某 一 行 ( 列 ) 元 素 尽 可 能 多 地 化 为 零 ,然后 利用 定理 1. 3 依 行 ( 列 ) 展 开 . 有 时 也 
将 行列 式 化 为 上 (下 ) 三 角形 行列 式 , 直 接 给 出 结果 . 

(1) 将 行列 式 按 某 行 ( 列 ) 展 开 , 这 样 原来 的 行列 式 就 化 成 了 较 低 阶 行列 式 的 计算 . 另外 
如 果 某 行 ( 列 ) 零 元 素 比较 多 ,那么 该 行列 式 也 适合 按 该 行 ( 列 ) 展 开 , 这 样 计算 起 来 就 简便 
很 多 . 

为 了 表述 简便 ,我 们 将 第 i 行 ( 列 ) 的 & 倍 加 到 第 j 行 ( 列 ) 上 记 为 7j 十 kri(cj 十 kc;) ,将 第 
i 行 ( 列 ) 与 第 j 行 ( 列 ) 交 换 记 为 rrj (eco), 将 第 i 行 ( 列 ) 乘 以 k 记 为 kr;(kc;). 

例 1 计算 行列 式 


D= 


解 
了 
5 1 1 
| 
= (—D|—11 1 -1 
Le C3 0 0 1 0 
-5 -5 0 
-5 -5 3 0 
5 11 
—6 2 
一 |-6 2 0=(—D's 一 40. 
一 5 一 5 
—5 —5 0 
例 2 计算 nn 十 2 阶 行列 式 
a 0 0 “1 
0 a 0 … 0 
0 0 a so “I 


CG 
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S 
oo 
“oor- 


0 0 a » 
TF 0 0 “ww a 
0 
ph 加 
0 0 a 
a 
二 a"™t? 十 (一 1)"+3( 一 1)"+1+! 0 
0 


(=D "= = 


例 3 计算 行列 式 


r+ 一 1 0 
0 并 = 

0 0 

Ds, .8 
0 0 0 
Un dn-l dn-2 
解 方法 1 

= 

D=a, XC—D"| 二 

0 

并 

0 

ed 由, 

0 


《而 后 双双 《ID 


圭一 
0 

Q 

0 0 


So 


OO ~ OO 
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一 十 as 1iZ 十 as zz 十 … 十 azz 十 (qi 十 XT)x"!1 


三 0 十 Ci 元 十 ds22 十 必 十 aaZe Tarr 十 2 


方法 2 将 原 行列 式 第 列 乘 以 x 加 到 第 一 1 列 , 得 


法 “二 “和 0 0 
0 zx 1 0 0 
万 三 
0 0 0 0 = 
Qn Qn-l Qn-2 az 十 (Qi 十 Z)Z al 十 并 
然后 将 新 得 的 第 "一 1 列 乘 以 过 加 到 第 ”一 2 列 , 再 将 新 得 的 第 一 2 列 乘 以 二 加 到 第 ”一 3 
列 ,……, 再 将 新 得 的 第 2 列 乘 以 zx 加 到 第 1 列 , 最 后 按 第 1 列 展开 ,得 
a - 谭 0 
0 一 1 0 


D=(—=1) "(GTFar 1%Far se tar 十 好) 


0 0 2»» 一 1 


(a 


一 ,十 az 十 cz2 十 … 十 aize 1 十 Zn。 


例 4 计算 上 三 角形 行列 式 


a dal Qin 

0 az Q2n 
D= 

0 0 di 


Ud22 ld23 Q2n ld33  Q34 an 
0 ass Qan 0 au lan 

D=an 一 Q11422 
0 0 Qm 0 0 nm 
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(2) 把 行列 式 化 成 上 (下 ) 三 角形 行列 式 . 
例 5 计算 行列 式 


= 
| 
从 三 
3 
2 
= 三 当 0 
| S 5 
解 D = 
3 1 二 二 
2 0 5 YL 
于 多 记 
nt2anmt3rnmtn | 0 3 
0 4 
0 2 
一 2 2 一 4 
"ini | 
0 0 3 
13 
0 0 3 
一 一 4 0 
3 一 9 5 
ntn 
时 区 三 村， 王 给 
| 3 
135 
0 0 0 4 


=( »xsx( 4]x( 3] 


例 6 计算 行列 式 


入 六 

-1 0 3 

-1 -2 0 

B= . 
—1 一 一 3 

1 —2 一 3 


解 ”将 原 行列 式 的 各 列 分 别提 取 公 因 式 子 1,2,…,n, 得 


3， 于 和 
= Wm 
= = i 
D=n! 
= = = se 0 1 
=1 St = ms = 
WW 
Q 证“ 泥 2 
第 1 行 分 别 加 到 0 0 1 2 
和 了 
0 0 0 1 
0 0 0 0 
例 7 计算 行列 式 
TT al Q2 an 
QI A Q2 Qn 
D=|a! ar ZX Qa 
al Q2 Q3 TI 
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三 


解 ” 将 原 行列 式 的 后 列 全 加 到 第 1 列 ,再 从 第 1 列 提取 公 因 式 x 十 a 得 


1 a az Qn 
1 全” 二 人 
D=(z+2ru)|1 Qz  x "an 
i=1 
1 ar as … 间 
1 0 0 
| I 0 
第 1 列 乘 一 a ,一 az 一 an 
分 别 加 到 第 2,3,…,n 十 1 列 (z+ Ze) : ee 
1 a—a &—a 
(2 Dai)z a1) (rT—as)*(r—a,) 


i=1 


本 0 
0 
“ 0 
和 
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例 8 计算 行列 式 


= 和 0 0 
0 —b, b: 0 
D=| : : : 
0 0 0 … 一 0 Du。 
和 1 1 … ll 1 
解 ” 将 原 行列 式 的 第 1,2,…,n 列 全 加 到 第 nn 十 1 列 上 ,然后 按 最 后 一 列 展 开 , 得 
—b b 0 » 0 0 
0 —b: bs »% 0 0 
D=| : : 
0 0 0 一 多 0 
1 | 1 1 部 中 1 
—b bh 0 0 
=(n+1) Ee 2 
0 0 0 … 一 


=(—1)"(nt bbb,. 
(3) 利用 行列 式 的 性 质 , 可 以 使 计算 简化 . 
例 9 利用 行列 式 的 性 质 解 方程 


2 2 = 3 
二 6 
三 0. 
= 2 = 


3 =2 1 = 
解 我们 直接 给 出 计算 过 程 ,请 读者 自行 判断 计算 过 程 中 用 了 哪些 性 质 . 


2 2 -1 3 加 六 二 浊 
4 z-5 -2 6 | loxw-9 0 0 
-3 2 -1 zt+l| lo 0 0 zi—l 
3 -2 1 -2 3 -2 1 一 
2 —1 3 
=(z:—9)|0 @ =] 
3 1 —2 


| 
一 (22 一 9)( 一 1)2+3(z2 一 1) 
全 省 
一 一 5(z2 一 9)(z2 一 1). 
由 5(z? 一 9)(z? 一 1) 一 0 得 ,zi 一 3,zs 3 或 心 =1,zrs 时 


例 10 计算 行列 式 
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和 1 1 

0 ba C= dd—@ 
0 Bsa. c= .d=ad 
0 B=ap ea dad 


JW 下 本 
二 (一 a)(c 一 a)(d 一 a)| ¢c dd 
1 
1 Y T 


(=a Sad=a 0 t= d= 
0. 一 


| 

, | 
La)(e—aN(d—=ade—D (ad =D(d—e) 

可 以 看 出 ,只 要 a,b,c,d 四 个 数 中 至 少 有 两 个 相等 时 ,行列 式 为 零 . 


(b—a)(c—a)(d—a)(c—b)(d—b) 


习题 1-6 
1. 计算 下 列 行列 式 : 
i .如 :六 n 
i 1 1 1 
2 3 才 1 
| (2) |3 4 5 2 
1 和 | 2 5 
1 1 1 1-y ， 
n 1 2 7 一 1 
2. 计算 下 列 n 阶 行列 式 : 
一 水 0 … 0 X -= 0 . 
0 wy 0 二 = 
0 0 xz : 0 0 0 Es he 
KL a | 《2 : 
0 0 0 0 0 0 = 
y 0 0 a 0 th WL Mi i 
3. 解 下 列 方程 : 
| 
1 1 2 a DB 本 
WE i 
CL =0; (2) 二 小 
2 二 1 人 有 2 
2 3 一 如 al az as * 1 
aa dz ds … an ll 
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1.7 克 菜 姆 法 则 


我 们 已 经 知道 对 于 二 元 一 次 方程 组 


1 十 aazzz 一 思 ， 


aal7Z1 十 qzzZz 一 0o， 


当 aiaa2 一 alz2d21 天 0 时 ,其 解 为 : 


bl a an bl 
ba az az bs 
Tl ， Xs 
QI a au 4Q12 
Q21 ld22 Ud21 ld22 
y a 1 alz aun bh 
设 DD= #0, Di ,Ds= 则 有 
do daz 2 Q22 azl bs 
也 
一 二 a 
i Ed 
Dy J 
对 于 三 元 一 次 方程 组 
anazl 十 alzzz 十 asZs 一 入， 
a2i71 十 aza72 十 azsZs 一 0 ， 
aaT1 asts taza —=b;. 
设 
Qn qdl2 a bl a a 
D=|aa az azs|, Di=|b, az az|， 
lasl dsz ass bs ass ass 
an bb ans al az bh 
Ds=|an b: as|，Ds=|a as bz|, 
asl bs ass asl asz bs 


则 当 D 去 0 时 ,其 解 为 
工 = 多 ， j=1,2,3. 


下 面 证 明 含 及 个 未 知 量 个 方程 的 线性 方程 组 的 解 有 与 二 元 、 三 元 线性 方程 组 的 解 
ee 这 个 法 则 称 为 克 莱 姆 法 则 . 
含有 个 未 知 量 n 个 方程 的 线性 方程 组 为 
al 十 aizzz 十 … 十 az 一 六 ， 


azlZ1 十 azzZ2 十 … 十 az 一 0 


(le3y 


Gi ts a 
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它 的 系数 aj (i,j 二 1,2,…,n) 构 成 的 行列 式 


au a a 

Q21 dz22 Qa 
DD 二 

am dnz mn 


称 为 线性 方程 组 (1. 3) 的 系数 行列 式 . 
定理 1. 5( 克 莱 姆 法 则 ) ”线性 方程 组 (1. 3) 当 其 系数 行列 式 D 天 0 时 ,有 且 仅 有 唯一 解 


z= j= lo2 soms (1.4) 


其 中 D; (Gj 二 1,2,…,n) 是 将 系数 行列 式 中 第 j 列 元 素 a ,az;，… ,aw 对 应 地 换 为 此 方程 组 的 
常数 项 bi ,5。,…,b, 后 得 到 的 行列 式 . 
证 以 行列 式 了 的 第 j (二 1,2,…,n) 列 的 代数 余子 式 Ay ,As ，…,Aw 分 别 乘 线性 方 
程 组 (1.3) 的 第 1 个 ,第 2 个 ,…, 第 nn 个 方程 ,然后 相 加 ,得 
(anAytanAst…+tanAn zi 二 + (ayAytasAst ta A )zi+.+ 
(anAy aznA 2; td Fa A )zn 
一 六 AU 十 As 十 … 十 总 Aw. 
日 定理 1. 4 可 知 ,zi 的 系数 等 于 DD,z,(s 取 站 的 系数 等 于 0. 等 号 右 端 等 于 D 中 第 j 列 元 素 
以 常数 项 如 ,5,,…,b, 替换 后 所 得 的 行列 式 D;, 即 
Dz;=D,;, j=1,2,° ,nn. 1,5 
如 果 线 性 方程 组 (1. 3) 有 解 , 则 其 解 必 满 足 线性 方程 组 (1. 5) ,而 当 D 天 0 时 ,线性 方程 
组 (1.5) 只 有 形式 为 (1.4) 式 的 解 ; 


= 总 ， j=1,2," on. 


另 一 方面 ,将 (1.4) 式 代入 线性 方程 组 (1. 3) ,容易 验证 它 满足 线性 方程 组 (1. 3) ,所 以 
(1.4) 式 是 线性 方程 组 (1. 3) 的 解 . 


综 上 所 述 ,得 到 ， 
当 线 性 方程 组 (1. 3) 的 系数 行列 式 D 取 0 时 ,有 且 仅 有 唯一 解 : 
= 避 ， j=1,2,° 0n. 
例 1 已 知 线性 方程 组 
一 zz 一 Zs 十 2z 一 1 
汪 十 2z4 一 0， 
—ZX1T27x:— Zs 一 0， 
2 eas 一 0， 


试问 方程 组 是 否 有 唯一 解 ? 若 有 解 , 求 其 解 . 
解 ” 此 线性 方程 组 的 系数 行列 式 为 


,st et 
We 0 2 
罗 D= 二 4 天 0， 
一 2 一 1 0 
2 1 1 0 
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根据 克 莱 姆 法 则 ,此 线性 方程 组 有 唯一 解 . 又 


1 -1 —1 2 

0 -1 02 

万 ;三 一 6， 
0 2 -10 
0 下 0 
01 —12 
1 

D;= 一 一 2， 
-1 0 -1 0 
2 0 410 
0 -112 
1 -1 0 2 

Ds= = 一 10， 
-1 200 
2 00 
0 -1 —1 1 
1 -1 00 

D,= 一 一 4. 
-1 2 —1 0 
艾 证 和 0 

所 以 ,其 解 为 
2 ， 丙 于 Di SS 天 


XT1 D 2， TX? D 2， Ts D 27 Ta BD 
如 果 线 性 方程 组 (1. 3) 中 的 常数 5; 二 0Gi 二 1,2,…,n), 即 


dn Taw TTants = 0 
azlzl1 十 azzZz 十 … 十 az 一 0， 

(1.6) 
anazl 十 anz7Zz 十 … 十 amZn 一 0， 


则 称 线性 方程 组 (1.6) 为 n 元 齐 次 线性 方程 组 . 而 当 线性 方程 组 (1. 3) 中 的 常数 b; (i 二 1， 
2,…,n) 不 全 为 零 时 , 称 其 为 n 元 非 齐 次 线性 方程 组 . 
由 定理 1.5 可 得 以 下 推论 . 
推论 1 若 齐 次 线性 方程 组 (1.6) 的 系数 行列 式 不 为 零 , 则 其 只 有 零 解 , 即 其 解 为 x; 二 0 
G=12° 1) 
推论 2 ” 若 齐 次 线性 方程 组 (1.6) 有 非 零 解 , 即 解 中 的 zx;(j 二 1,2,…,n) 不 全 为 零 , 则 其 
系数 行列 式 D=0. 
例 2 ”如果 下 列 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 ,上 应 取 何 值 ? 
Rzl 十 Zi 一 0， 
Zi 十 2zz 一 Zi 一 0， 
(十 270 一 全 十 4 人 0 


22 十 妆 十 3z 十 AZ 一 (0 和. 
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解 ”此 线性 方程 组 的 系数 行列 式 为 


k 0 0 1 
1 2 人 一 1 
意志 
2 一 1 0 4 
Er; k 
k 0 业 
一 一 3| 1 2 1 MMS=1=&=2=4) 
= 4 
一 一 3(5 一 5).。 
如 果 此 线性 方程 组 有 非 零 解 , 则 D==0, 即 二 1. 
习题 1-7 
1. 用 克 莱 姆 法 则 解 下 列 线性 方程 组 : 
五 十 2 十 4z 三 31， Z 十 ?一 2z 一 一 3， 
(1) 15zl 十 zz 十 2xzs 一 29， (2) 15z 一 2y 十 7z 王 22， 
3zl 一 zz 十 za 一 10; 2z 一 5y 十 4z 一 4; 
2zi 十 2zz 一 Ta 十 zi 一 4， 2zi 十 3zs 十 11zs 十 5zi 王 2， 
4zi 十 3z 一 2 十 2z 王 6， Ti 二 zs 5zxs 十 2z 一 1， 
(3) (4) 
8zi 十 3x; 一 3zs 二 4x, 一 12， Qi + i Bs 4m 35 
3zi 十 3zz 一 2zs 一 2zi 一 6; zi 十 zz 十 3zs 十 4zt 王 一 3. 


2. 判断 线性 方程 组 : 
2zl 十 2zz 一 zs 一 0， 


zl 一 zz 十 4zs 一 0， 


5zl 十 8zs 一 2zs 一 0 


是 否 仅 有 零 解 . 
3. 如 果 线 性 方程 组 有 非 零 解 ,应 取 什么 值 ? 
AZz 十 y 一 < 一 0， 
| ZX+ky—z=0, 
2z 一 y 十 z 王 0. 
总 习题 1 
1. 按 定义 计算 下 列 行列 式 : 
| logsa pe 
(1) $ (2) |b 0 cl; 
logsb 1 
0d 0 


(% 


4 


[i | 1 志 
{37 | 人 1 二 | 妆 (4) lx 2 
8 9 5 ‘1 
Ee. 过 0 
《5 | 0 24% 1 
0 i -34% 
大 -入 “ 丢 
2. 车 | 一 1 A 0|=0, 求 上 的 值 . 
0 下 下 
3. 按 定义 计算 行列 式 : 
0 0 “0 
0 0 . 0 2 
0 0 “0 
0 n= *“ 0 © 
n 0 wo 
4. 计算 下 列 行列 式 : 
3 V 
| = 下 
Cl 日 (2) 
| = 
| i = 
13 2 14 业 沱 
G) 12 1 3 二 |， Ol 
3 y 0 
人 /0 
六 和 wy 
Ce (6) | y+ 
cbad 人 
5. 证 明 : 
l+zriy 1 十 ziyz 1 十 zays 
(1) | 1 十 zzyi 1 十 zy 1 十 zzys| 王 0; 
1 十 zayi 1 十 zsyz 1 十 zasys 
1 十 过 12 1L3 1T4 
zor 1 十 好 a XsXs Ne 
XsX1 Ras l+zxs sz ps 
TaT1 4T2 Tizas 1+z? 
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六 
Tl; 
3 
1 
1 二 和 
一 1 下 于 
= 
y zx 
0 0 
1 
0 1 
志 赴 儿 .多 十 关 
FE 
这 于 六 剖 守 迷 


《CC 总 习题 1 | 31) 


6. 计算 下 列 行列 式 : 


Xi 一 于 Xz Sp EF 
Xl 2 Tn 
(1) ; 
Xl Xs wy 
a Q2 as . An-l dan 


(2) 


(3) | 1 0 ar … 0|1，w 天 0，i 一 1,2,…,7; 


1 1 十 az 
(4) ， ai 天 0， i=1,2,",n. 
1 1 “a 


cos0 1 
1 2cos0 1 
1 cos0 1 
D,= =cosnb. 


1 cos0 
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8. 用 克 莱 姆 法 则 解 下 列 方程 组 : 

Wri 

ey —6z =9, 
2zz 一 2 十 2z 王 一 5， 

X1 十 4zs 一 7zs 十 6zx 一 0. 


271— 2 一 Xs =4, 
(1) 413zl 十 4zz 一 2zs 一 11， 《2 
3X1 一 27zs 十 4zs 一 11; 


9. 若 齐 次 线性 方程 组 : 
krz+2y+z=0, 
2z 十 &y 一 0， 
Z 一 ?十 z 三 0 
只 有 零 解 ,应 取 什么 值 ? 
10. 若 齐 次 线性 方程 组 : 


az 十 zz 十 zs 一 0， 


Zl1 十 azz 十 zs 一 0， 


Z1 十 zz 十 azs 一 0 


有 非 零 解 , 试 求 常数 a 的 值 . 


和 矩阵 是 线性 代数 中 的 一 个 重要 概念 , 它 是 研究 线性 关系 的 一 个 有 力 工 具 , 它 在 自然 科 
学 .工程 技术 ,以 及 某 些 社会 科学 中 有 着 广泛 的 应 用 . 本 章 主要 介绍 矩阵 的 概念 及 运算 ,矩阵 
的 初等 变换 . 逆 惩 阵 及 矩阵 的 秩 . 


2.1 给 阵 的 概念 


2.1.1 和 矩阵 的 定义 
设 有 线性 方程 组 


aaz1 十 alzzz 十 … 十 amnzn 一 Di ， 


az2l71 十 azzz2 十 … 十 azozn 一 Da， 
(2.1) 
Cuzi 十 az 十 十 Ce 一 六 
如 果 把 未 知 量 的 系数 按 其 在 线性 方程 组 (2. 1) 中 原 有 的 相对 位 置 排 成 一 个 冯 行 怀 列 的 矩形 
数 表 , 就 得 到 一 个 mm 行 n 列 的 矩阵 . 
定义 2.1 由 wrXn 个 数 aj (==1,2,… ,m3;j 二 1,2,…,n) 排 成 一 个 以 行 n 列 的 矩形 数 
表 , 称 为 一 个 m Xn 矩阵 . 通常 用 大 写 黑体 字母 A,B,C 等 表示 , 记 作 


an dl “”” a al dl “” a 


其 中 ww 称 为 矩阵 的 第 ; 行 第 j 列 的 元 素 . 当 需 要 标明 矩阵 行 数 wm 与 列 数 时 ,可 表示 为 
Auxn 或 Am， 简 记 作 4; 也 可 以 记 作 (as )sx* 或 (ai )m , 简 记 作 (as ). 
若 两 个 矩阵 的 行 数 、 列 数 分 别 相等 , 则 称 它们 是 同型 矩阵 . 
对 于 仅 有 一 行 的 矩阵 , 称 为 行 矩 阵 ,或 称 为 维 行 向 量 .如 Aix,=[as as … an]. 
bu 
对 于 仅 有 一 列 的 矩阵 , 称 为 列 甜 阵 ,或 称 为 加 维 列 向 量 , 如 Bs 一 | 
bn 
一 行 或 一 列 的 矩阵 有 时 也 用 小 写 黑体 字母 a.b,x,y 等 表示 . 
例如 ， 
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bi 
a 一 [al az san]; b= 
bn 
如 果 矩 阵 4= (ai ) 的 行 数 与 列 数 都 等 于 , 称 4 为 n 阶 方 阵 或 阶 和 矩阵 . 记 作 4,, 即 
au dl ” dal 


Q21 dz22 don 


二 


Adm dn “” Qm 


特别 地 ,规定 一 阶 方 阵 就 是 一 个 数 , 即 4 一 [an ]. 
设 A 和 B 为 两 个 mxXn 算 了 泗 , 即 


a dl ” ll bu bez bn 

Q21 ld22 Q2 ba po bz 
A= B=| . 

Am Adm Gmn ba ba “bi 


矩阵 4 与 矩阵 下 相等 是 指 A 和 B 的 对 应 元 素 相等 , 即 
A=BSOa; =b;， i=1,2,° ,m3 =1,2,° ,nn. 
值得 注意 的 是 ,矩阵 与 行列 式 在 形式 上 有 些 类 似 ,但 在 意义 上 完全 不 同 . 一 个 行列 式 是 
一 个 数 ,而 和 矩阵 是 一 个 数 表 . 


2.1.2 几 种 特殊 的 矩阵 


(1) 对 角 和 矩阵 
如 果 交 阶 和 矩阵 4=(o ) 中 的 元 素 满足 条 件 
二 一 0， iZ¥j, i,j=l1,2,"",n, 
则 称 4 为 交 阶 对 角 和 矩阵 , 即 


这 种 记 法 表示 主 对 角 线 以 外 没有 注 明 的 元 素 均 为 零 . 
(2) 数量 矩阵 
如 果 阶 对 角 和 矩阵 A 中 的 元 素 aa 一 az 一 … 一 am 一 4, 则 称 4 为 阶 数量 矩阵 , 即 


(3) 零 矩 阵 
若 一 个 矩阵 的 所 有 元 素 均 为 0, 则 称 该 矩阵 为 零 矩 阵 , 记 为 0. 如 
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0 0 
0 0 0 
oo 
0 0 0Jjaxs 
0 0jsxz 
均 为 零 矩阵 . 
由 上 面 的 例子 可 以 看 出 , 零 矩 阵 也 有 阶 数 ,不 同 阶 的 零 和 矩阵 含义 不 同 . 
(4) 单位 矩阵 
如 果 nn 阶 数量 矩阵 A 中 的 元 素 a 一 1 时 , 则 称 4 为 n 阶 单位 矩阵 , 记 作 工 , 简 记 为 工 即 
1 0 … 0 
0 1 0 
= i 
0 0 1 
(5) 三 角形 矩阵 


如 果 nn 阶 矩 阵 A 二 (ai; ) 中 的 元 素 满足 条 件 
ajy=0, i>j, i,j=1,2,°,n, 
则 称 A 为 n 阶 上 三 角形 和 矩阵, 即 


如 果 n 阶 算 了 泗 B= 二 (6b; ) 中 的 元 素 满足 条 件 
bj=0, i<i, i,j=1,2. on, 
则 称 BB 为 n 阶 下 三 角形 矩阵 , 即 


2.1.3 ”矩阵 应 用 实例 


一 个 矩阵 是 一 张 由 数据 列 成 的 表 . 由 于 和 抢 阵 可 用 简明 的 形式 表示 数据 ,因此 它 的 应 用 很 
广泛 . 下 面 介绍 几 个 具体 的 应 用 例子 . 
例 1 有 某 种 物质 从 3 处 生产 地 运往 4 处 销售 地 ,调运 的 里 程 如 下 表 ( 单 位 : km): 


里 程 销售 地 
生产 地 1 2 3 4 
1 40 50 70 100 
2 50 30 80 90 
3 60 40 30 50 
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这 可 用 如 下 的 三 行 四 列 和 矩阵 表示 : 

40 50 70 100 

50 30 80 90 |. 

60 40 30 50 

其 中 矩阵 的 元 素 or 表示 从 生产 地 ; 调 往 销 售 地 j 的 调运 里 程 为 wzkm. 
例 2 某 厂 向 三 个 商店 发 送 四 种 产品 的 数量 可 列 成 矩阵 


a dy dls 4Q14 


A= 


ld21 Q22 dz3 Q24 |， 


da3l Ud32 Q33 Q34 
其 中 jj 为 工厂 向 第 i 店 发 送 第 j 种 产品 的 数量 (i 二 1,2,3;j 二 1,2,3,4). 
例 3 编号 1,2,3,4 的 四 个 城市 之 间 火 车 交通 情况 如 图 2. 1 所 示 ( 图 中 单 箭头 表 只 有 
单 向 车 , 双 箭 头 表 有 双向 车 ). 令 
_ (1， 从 第 i 个 城市 到 第 j 个 城市 有 火车 交通 ， Ne 
“= {0 从 第 ; 个 城市 到 第 7 个 城市 没有 火车 交通 ， “3 


图 2.1 


则 1,2,3,4 四 个 城市 的 火车 交通 情况 可 用 矩阵 表示 为 
0 1101 


0 0 1 
A= 
1 0 


So 


习题 2-1 

求 下 列 和 矩阵 等 式 中 的 z,y,z 的 值 : 

mls ol a ol: 站 
2.2 ”矩阵 的 运算 


2.2.1 和 矩阵 的 加 法 


定义 2.2 设 有 两 个 关 X7 矩阵 4= (ap)sxs 和 了 =(b)wxs, 那 么 矩阵 4 与 互 的 和 
定义 为 


antbn az 十 On2 am tb 
A+B= aatba aztbz … az 十 Dov 
amTba 二 


记 为 A 十 B. 
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由 矩阵 的 加 法 定义 可 以 看 出 ,只 有 当 两 个 矩阵 是 同型 矩阵 时 ,这 两 个 矩阵 才能 进行 加 法 


运算 ,两 个 矩阵 的 加 法 等 于 矩阵 中 对 应 元 素 相 加 . 
例如 , 若 和 矩阵 
| 二 )] 站 5 | 
4 一 ， B= ， 
号 2 4 6 


3 
3 十 2 0 十 4 oe]-| 1 4 a 
和 矩阵 的 加 法 满足 如 下 运算 律 : 设 A,B,C,0 为 m Xn 和 矩阵 , 则 : 
(1) A 十 B= 二 B 十 A( 交 换 律 ) ; 

(2) 4 十 (B 十 C) 王 (4 十 B) 十 C( 结 合 律 ); 

(3) A+0=A4. 

设 矩 阵 4= (os )wxv* 记 


则 


4+5=| 


—A=(—ai )nxn» 


一 A 称 为 矩阵 4 的 负 和 矩阵 ,显然 有 


4 十 (一 4) 王 0O. 
根据 矩阵 的 加 法 和 负 和 矩阵 的 概念 ,可 以 定义 矩阵 的 减法 . 
定义 2.3 设 有 两 个 mXn 和 矩阵 A= (ai)mxs 和 B= (6b;),x,，, 那 
定义 为 
A—B=A+(—B), 
即 
au—bn al 一 0 * amb 
4 一 8 二 人 wy 
ani— bn Qin ™— ba Co 一 Du 
例如 , 设 矩 阵 
4 2 5 1 
二 中 | | 
6 5 0 
则 


么 矩阵 4 与 妃 的 差 
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2.2.2 数 与 矩阵 的 乘法 


定义 2.4 以 数 & 乘 以 矩阵 4 一 (az )sxs 的 每 一 个 元 素 所 得 到 的 矩阵 , 称 为 & 与 矩阵 人 
的 积 ,简称 为 数 乘 , 记 作 &A4 , 即 


kau Ra … ka 

kaz Razz … kaz 
kA=(kai )nxn = 

Ka kaw “kaw 


由 上 面 定义 的 矩阵 的 加 法 ` 数 与 矩阵 的 乘法 ,不 难得 到 下 面 的 运算 律 
(1) (kD)A=k(A); 

(2) k(A+B)=kA+kB, (k+l)A=kA+LA; 

(3) 14=A,04=0. 


例 1 设 矩 阵 
全 [- 
ge 种 兰 
二 人 下 下 
求 C=24 一 3B. 
解 
| = 
C=2 —3 
—1 0 2 让 一 六 
区 交友 6 —3 0 
= 十 
—2 0 4| [-3 —3 一 6 
8 -3 2 
-5 一 3 一 ?站 
例 2 已 知 
3 -1 2 0 7 5 —2 4 
| 5 中 | 9 | 
2 468 3 2 —1 6 
且 A 十 2X 二 B, 求 X. 
4 6 —4 4 = 
解 X= 玛 (B 一 4)= 了 4 一 4 2 一 ? 人 
1 7 
和 二 外 二 人 三 齐 宁 -全 和 二 人 S 


2.2.3 和 矩阵 的 乘法 
定义 2.5 设 和 矩阵 4 一 (os )wx, 的 列 数 与 矩阵 也 = (05 ),x, 的 行 数 相 同 , 则 由 元 素 


cj = aaby + azby + Tasby = > aab， i120 m; j=1,2, on, 
天 一 1 
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构成 的 mm 行 n 列 矩 阵 


Cet = (Rd) 
称 为 矩阵 4 与 矩阵 也 的 积 , 记 作 C= 二 AB, 读 作 A 左 乘 了 ,或 了 右 乘 4. 
对 于 上 述 两 个 矩阵 的 乘法 ,可 以 直观 地 表示 如 下 : 


A Ca OC cm 
bi by; b : 
po bs; b2 

a a . 一 |c ee ey … cs 
Da bs bs 

dm Qam “dm Ce 


由 上 述 矩 阵 乘法 定义 和 图 示 不 难看 出 : 
(1) 矩阵 C=4B 的 元 素 ci 等 于 A 的 第 i 行 元 素 与 B 的 第 j 列 对 应 元 素 的 乘积 之 和 ; 
(2) 只 有 在 左 和 矩阵 4 的 列 数 和 右 和 矩阵 B 的 行 数 相 等 时 ,才能 定义 矩阵 的 乘法 AB; 
(3) 和 矩阵 C=4B 的 行 数 是 左 和 矩阵 A 的 行 数 ,其 列 数 是 右 和 矩阵 B 的 列 数 . 

1 


一 1 1|, 求 4B 和 BA. 


1 21 
例 3 设 4=| | 1 .3= 


可 见 AB 云 BA. 
2 | ! | 来 AB 和 BA 
1 一 ! —1 1 
se- a lo 
一 ] 儿 一 1 1 0 0 
Lt 
BA= = ; 
1 1 1 1 2 一 2 
从 而 不 能 从 4B=O0 必然 推出 A 二 0 或 B=0. 


例 5 考 4=|。 2-|， 1 | 来 4B 与 B4， 
0 1 0 


ly la load 
we ls al ls 


显 见 4B 一 BA4. 
如 果 两 矩阵 4 与 B 相 乘 ,有 AB 一 BA, 则 称 和 矩阵 4 与 矩阵 了 3 是 可 交换 的 . 


例 4 设 A=|_ 
| 
下 
1 


《as ， 第 2 章 和 矩阵 》>77 


例 6 如 果 


即 AB=AC, 但 BC. 


al al als 
例 7 设 4 王 | oz az | 
Q3l Q32 a33 
1 0 Ofan az ans QI alz 
解 “| 1 路 aa22 “| Qa22 
0 0 ljlas as ass dal da 
al az as]1[1 0 0 QI alz 
asl as assjl0 0 1 dal ad3z 
由 此 可 见 , 对 任意 mxXn 和 矩阵 A, 有 I,A==AL,==A. 
例 8 设 
a 0 0 
A= 0 4 0 ， 六 二 
0 0 a 
求 4B. 
Tra 0 0 bn bi bs 
解 AB 二 0 2 0 所 bs 
[0 0 … ajlb bz bns 
[abn apiz ap bu bz 
abz ab2 QD2， eg bz bz 
| ap ap » abs bn bn 
=aB. 


bs 


. Bs 


bas laxs 


由 此 可 见 , 以 数量 矩阵 4 左 乘 或 右 乘 一 个 矩阵 B, 其 乘积 等 于 以 数 a 乘 和 矩阵 B. 

从 上 面 的 例子 可 以 看 出 ,矩阵 乘法 的 运算 律 与 数 的 乘法 的 运算 律 是 有 区 别 的. 矩阵 乘法 
不 满足 交换 律 和 消去 律 ,是 矩阵 乘法 区 别 于 数 的 乘法 的 两 个 重要 特点 ,但 矩阵 乘法 与 数 的 乘 
法 也 有 相同 或 相似 的 运算 规律 , 它 满足 以 下 的 运算 规律 : 
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(1) 结合 律 : (4B)C=A(BO); 
(2) 分 配 律 : (4 十 B)C=AC 十 BC,C(A 十 B) 二 CA 十 CB; 
(3) k(AB) 二 (kA)B 二 A(kB), 其 中 为 数 ; 

(4) 设 A 是 mXk 和 矩阵 ,I, ,I 为 单位 矩阵 , 则 


I,A=A, Al:=A. 


证 现在 证 明 (2) 
设 A (ax)nx1,B (ba)mxiC (cg )ixan; 则 


(4 十 B)C = ((aa) mx (ba)mxt) Ch ) pen 


= (aa + bi ) mx (Ch ) pen 


(Dares je 十 (Poe, J 


= AC 十 BC. 
同 理 可 证 (1) , (3) ,(4) 成 立 . 
利用 和 矩阵 的 乘法 ,可 以 将 线性 方程 组 写成 矩阵 的 形式 . 
例 9 在 线性 方程 组 


Quzitawzzzt "Tar =b, 


aa2lZ1 十 azzTZ2 十 … 十 aznZn 一 ba， 


QnlT1 二 amz Tz 十 "十 Qamn Zn = bm 
中 ,由 于 第 i 个 方程 可 以 表示 为 
1 


E43 
[aayaz，…an]| . =b:, i=1,2,°,m. 


Tn 
因此 线性 方程 组 可 以 表示 成 
a dl “* dadln 1 已 
az ld22 *%* ld2n || zz bs 
Qn an2 “am || zx» bn 
记 
au a Qln 1 有 
二 dz2l dz22 E j 太 刁 Xz 二 b; ， 
dml dam2 i i Do 
则 方程 组 可 以 表示 为 矩阵 形式 


(4 、 
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2.2.4 矩阵 的 转 置 
定义 2.6 设 A4 是 mXn 和 矩阵 
au a Ql 
六 三 Q21 a2 
Am lm2 lmn 
将 4 的 行 与 列 互 换 得 到 的 nXm 和 矩阵, 称 为 4 的 转 置 算 阵 , 记 为 A7 或 4', 即 
aul ld2l “” Qml 
AT= Ql2 ld22 ?am2 
Qi Qi Umn 
转 置 矩阵 有 下 列 的 性 质 : 
(1) (47)7 一 4 


(2) (4 十 B)7 一 AT 十 BTi; 

(3) (A) 二 kAT, 其 中 是 数 ; 

(4) (4B)T 一 BT4T. 

证 我 们 只 证 明 性 质 (4) ,其 他 的 证 明 留 给 读者 . 

设 A=(ai)mxs,B 二 (bi )sxn, 则 AB 是 m Xi 矩阵 , 因 之 (4B)T 是 zXzm 矩阵 ,而 BT 是 
MXs 和 矩阵 ,47 是 ;Xm 和 矩阵 ,因此 BTAT 也 是 nXm 和 矩阵 ,所 以 矩阵 (4B)7 与 矩阵 BTAT 有 相 
同 的 行 数 与 相同 的 列 数 . 

矩阵 (4B)7 第 j 行 第 i 列 的 元 素 是 AB 第 i 行 第 7 列 的 元 素 : 

Sa = anby 二 Tawbz 二 "十 asbs. 


而 矩阵 BTAT 第 7 行 第 ; 列 的 元 素 ,应 为 矩阵 BT 的 第 7 行 元 素 与 矩阵 47 的 第 i 列 元 素 对 应 
相 乘 的 和 , 即 和 矩阵 好 的 第 7 列 元 素 与 矩阵 4 的 第 i 行 元 素 对 应 相 乘 的 和 为 : 
Dor = = byaa 十 boiaiz + "byas. 


于 是 得 到 矩阵 (4B)T 与 矩阵 Brhr 的 对 应 元 素 均 相等 . 所 以 矩阵 (4B)T 一 BT4T. 
例 10 设 


求 (4B)T， 
解 方法 1 因为 


所 以 
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0 17 
oor| 14 sl 


一 3 10 


于 2 和 名 这 0 17 
7 2 | 0 3 14 a| 
y= 3 10 
下 面 介绍 几 种 用 转 置 运 算 定义 的 特殊 矩阵 . 设 所 讨论 的 矩阵 为 方 阵 . 
定义 2.7 如 果 n 阶 方 阵 A 满足 条 件 47 一 人 , 则 称 4 为 对 称 矩 阵 . 
显然 对 称 和 矩阵 4 的 元 素 满足 


0 一 Qi i,j=1,2,°",n. 


方法 2 


(4B) 一 BT7A4T7 一 


即 ” 阶 对 称 矩 阵 形 如 
Q12 a22 G2n 
Qi Qi ”lnn 
例如 ,矩阵 
2 01 0 1 0 =2 
~ 3 :| B=| 1! 3 ? 
1] 2 1 1 3 1 一 4 
一 2 0 一 4 2 
均 为 对 称 矩 阵 ， 
定义 2.8 若 n 阶 方 阵 4 满足 条 件 4" 二 一 4, 则 称 4 为 反对 称 矩 阵 . 
反对 称 矩 阵 A 的 元 素 满足 
同一 一 Qi， 1 一 1 2 7 
aa 一 0， 1 一 1，2，…7. 
即 ” 阶 反对 称 矩 阵 形 如 
0 Ql2 Qi 
a 0 a2 
—aln —azn 0 
例如 ,矩阵 
0 让 一 2 0 一 2 和 
| 0 中 | 2 0 "| 
2 —3 0 一 4 0 0 
均 为 三 阶 反对 称 和 矩阵 . 
2.2.5 方 阵 的 里 


定义 2.9 设 和 A 为 n 阶 方 阵 ,k 是 正 整数 , 则 & 个 4 的 连 乘积 称 为 方 阵 4 的 次 宕 . 记 
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作 A*, 即 


规定 
A'=L,. 


特别 地 ,对 于 方 阵 4, 车 44 4? 二 4, 则 称 4 为 震 等 阵 . 例如 方 阵 
~ 
0 0 
有 A? 二 A 成立 ,因此 4 是 一 个 震 等 阵 . 
关于 方 阵 的 宕 运算 ,有 下 列 规律 
设 A 为 方 阵 ,k,1 为 非 负 整数 , 则 。 
(1) AL 一 At 
(2) (A:)‘=A*. 
注意 ,由 于 矩阵 的 乘法 不 满足 交换 律 ,因而 初等 代数 中 的 许多 乘 军 公式 对 于 方 阵 一 般 不 
能 成 立 . 例如 ; 
(A++B)’ 一 (4 十 B)(4 十 吾 ) 一 42 十 4B 十 BA 十 了 82 天 42 十 24 了 十 了 2 ， 
(4B) 一 (4B)(4B)…(AB) 天 443 4. 
4 个 


1 -1 2 
例 11 wa 2 一 4 |, 求 4". 
1 -1 2 
解 ” 用 数学 归纳 法 
1 -1 2 —1 2 5 —5 10 
“le 2 as 
1 -1 2?L1 -1 2 5 —5 10 


A’=A: . A=5A . A=5A?=5’A. 


归纳 地 可 得 
5"-1 —5"1 2» 5"1 
“|- .525 一 4 "| 
5"-1 —5"1 2» 5"1 


2.2.6 方 阵 的 行列 式 


定义 2.10 一 个 由 x 阶 方 阵 A 的 元 素 , 按 原来 的 位 置 所 构成 的 阶 行列 式 , 称 为 方 阵 
和 的 行列 式 , 记 为 |4| 或 deth. 

方 阵 行列 式 满足 下 列 运算 规则 ( 设 A,B 为 n 阶 方 阵 ,k 为 常数 ,m 是 非 负 整 数 ): 

(1) |AT|=|A|; 

(2) |£A|=8"|A|; 

(3) |4B|=|A||B|; 

(4) |A"|=|A|”. 
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性 质 (1),(2) 很 容易 证 明 ,性 质 (3),(4) 的 证 明 较 繁琐 ,这 里 从 略 . 


例 12 已 知 和 矩阵 
lb ?| 1 
A= ，B= 
2 5 3 4 
求 |4B|. 
解 方法 1 因为 
: 站 了 EE "| 
AB= = ; 
2 5Jl3 4| Le 18 
所 以 
8 7 
laal-| =. 
19 18 
方法 2 


1 2||2 —1 
|4B|=|4||B|= 一 11. 
2 5||3 4 


关于 方 阵 行列 式 的 性 质 (3) 还 可 以 推广 到 有 限 个 ” 阶 方 阵 连 乘 的 情形 , 即 
14:42…4。| 一 |4:|14:|…|14。|. 


4] ,[-2 01 1 2] [2 一 ? 
js sd el 小 
8 | 2 -3 4 0 1 lo 3 


6 
2 
a oft sles ofrslo ol 
0 0 0 0 下 9 -1 


2. 计算 : 
1 2 3][—1 一 2 一 4 
of 2 9 ol ol = 
5 —4Jl2 5 和 
369 1 2 4 
12 0 1 
| 2 站 1 : ol 2 3] 
—2 1 2 | 
3 0 一 1 3 
1 0 5 
0 0 11T3 一 1 一 1 0 
3 12 -1 2 0 
oj 中 2 |; ©| | | 
031 0j1o1 
10 0ll3 -2 4 从艺 
0 3 0 


3. 计算 下 列 矩 阵 (其 中 ”为 正 整数 ) : 


+ 下 :天 
1 2 
(1) 3 (210 1 115 
3 4 1 
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a 0 oF 
于 - 沁 平 
of 下 oj 中 


0 0 
0 0 5c 
4. 设 A,B 都 是 ” 阶 对 称 矩 阵 , 证 明 4B 是 对 称 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 4B 王 BA4. 
2.3 首 矩 阵 


2.3.1 逆 矩 阵 的 概念 


定义 2.11 设 4 为 ” 阶 矩 阵 , 若 存在 阶 和 矩阵 了 3, 使 
4B 一 BA4 一 工 (2.2) 
则 称 和 矩阵 4 可逆, 也 是 4 的 逆 矩 阵 , 记 作 吾 一 4 人. 
如 果 不 存在 满足 (2. 2) 式 的 矩阵 孔 , 则 称 矩 阵 A 是 不 可 逆 的 . 
矩阵 A 满足 什么 条 件 时 可 逆 ? 如 果 4 可逆, 逆 和 矩阵 是 否 唯一 ,如 何 求 出 A 的 逆 矩 阵 ? 
可 逆 的 矩阵 有 什么 性 质 ? 这 是 本 节 要 讨论 的 问题 . 


2.3.2 矩阵 可 逆 的 充 要 条 件 


定理 2.1 如 果 阶 矩阵 A 是 可 逆 的 , 则 其 逆 矩 阵 是 唯一 的 . 
证 设 B 和 C 都 是 4 的 道 矩阵, 即 
AB=BA=I, AC=CA=I, 
则 


B=BI=B(AC)=(BA)C=IC=C. 
为 讨论 矩阵 可 逆 的 充 要 条 件 , 先 引入 伴随 矩阵 的 概念 . 
定义 2.12 设 A=(ai),xs 为 n 阶 和 矩阵 ,4A5; 是 4 的 行列 式 |4| 中 元 素 ur 的 代数 余子 式 
(i,j 二 1,2,…,n) , 则 称 和 矩阵 


An An … An 
Al Az * A 
A A *% A 
为 矩阵 4 的 伴随 矩阵 , 记 作 4” . 
由 伴随 矩阵 的 定义 ,不 难 验证 
AA* =A*A=|AII. (2.3) 


由 此 ,可 得 下 面 的 定理 . 
定理 2.2 nn 阶 矩 阵 A 为 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 |4| 天 0, 且 当 4 可 逆 时 ， 
4A-! 一 4:. 
证 〈 必 要 性 ) 设 4 可逆, 则 
44-1 一 4-14 一 研 ， 
两 边 取 行 列 式 ,得 
|44-!|=|A||A-!|=1, 


所 以 
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141 天 0. 


(充分 性 ) 若 |4| 天 0, 则 由 44* = 二 A* A 二 |41I, 可 得 


A (TA )=( 让 4 ja=n 


由 逆 矩 阵 的 定义 可 知 , 抢 阵 4 可 道 , 且 


4 一 有 AT4 
车 nn 阶 和 矩阵 A 的 行列 式 不 为 零 , 即 |4| 关 0, 则 称 A 为 非 奇异 矩阵 ,否则 称 4 为 奇异 
矩阵 . 
定理 2. 2 不 仅 给 出 了 一 个 矩阵 可 逆 的 条 件 , 同 时 ,也 给 出 了 求 逆 矩 阵 的 一 种 方法 ,我 们 
称 之 为 伴随 矩阵 法 . 
1 2 3 
例 1 求 矩 阵 4=|2 2 1 | 的 逆 矩 阵 . 
3 4 3 
解 因为 
| 
|4|=|2 2 1 0 一 2 一 5 0 一 2 —5|=20, 
343| |o -2 -6| |o 0 -1 
所 以 4 可逆 . 
又 因为 
A | :| 2， A n :| 3， Ais | a 2， 
4 3 3 3 3 14 
A | | 0 而 ,| 6 | | 2， 
4 3 3 3 4 
| 4 上 了 =s， | 
名 2 1 2 2 
所 以 
2 6 一 4 
2 2 —2 
于 是 得 
六 二 1 3 一 2 
Pe 外- 2 -5| 
2 2 一 2 证 部、 


通常 ,伴随 矩阵 法 只 用 于 求 阶 数 较 低 的 或 较 特 殊 的 矩阵 的 逆 矩 阵 . 对 于 阶 数 较 高 的 矩 


阵 , 通 常用 初等 变换 求 逆 矩 阵 ( 见 2.5 节 ). 


推论 若 4 是 ” 阶 和 矩阵 , 且 存在 ” 阶 和 矩阵 也 ,使 4B= 工 或 B4 一 万 则 4 可 逆 , 且 马 为 4 


的 逆 矩 阵 . 


证 设 有 AB=T, 则 有 
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I4B|=|A||B|=|I=1. 
所 以 |4| 冯 0, 于 是 A 可逆, 设 其 逆 矩 阵 为 4-:, 则 有 
B=IB=(A-!A)B=A-!(AB)=A-!I=A-!. 
同 理 可 证 ,车 有 BA 二 I, 则 B= 二 A-. 
这 一 结论 说 明 ,如果 我 们 要 验证 矩阵 了 吾 是 矩阵 4 的 逆 和 矩阵 ,只 要 验证 等 式 4B 二 I 或 
BA 一 工 中 的 一 个 即 可 ,不 必 再 按 定义 同时 验证 两 个 等 式 . 


2.3.3 逆 矩 阵 的 性 质 


可 逆 矩 阵 具 有 以 下 性 质 : 
(1) 若 人 4 可逆 , 则 4 可 道 , 且 (4 ') 一 一 4; 


(2) 若 A 和 可 道 , 数 k 关 0, 则 kA 可 六, 且 (tA)-: 一 二 4 


(3) 若 4,B 为 同 阶 方 阵 且 均 可 逆 , 则 4B 可 逆 , 且 (4B)-: 一 B-14-1; 
(4) 若 4 可 道 , 则 (47) 一 一 (4-)7; 
(5) 若 A4 可 道 , 且 AB==AC, 则 B=C. 
证 仅 证 性 质 (3) ,因为 
BA- !'(AB)=B-'(A 'A)B=B-!'IB=B- B=1, 
所 以 (4B)-: 一 B -14-:!. 
性 质 (3) 可 推广 到 & 个 可 逆 和 矩阵 乘积 的 情形 ; 
(A1As°%A1) 一 AFL…A4514AT1， 
另外 , 当 |A 关 0 时 ,还 规定 A 二 (4-1)* ,其 中 为 正 整数 . 
例 2 设 A,B 满足 关系 式 A4B 二 2B 十 A, 且 


301 
-| 1 中 
0 1 4 
求 B. 
解 由 4B 一 2B 十 4A, 得 (4 一 2DB 一 4. 因 
下 20 
14 一 27|= 王 |1 一 1 0 1*0， 
0 12 
故 4 一 2 可 逆 , 且 
2 一 1 一 ! 
(4A—2D-! | 2 一 2 | 
-1 1 1 
于 是 得 


2 1 = 0 1 5 一 和 一 2 
B=(A—2D™ A | 2 2 | 1 | 4 一 3 | 
= 1 1JL0 4 二 2 2 3 


[en 
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例 3 解 线 性 方程 组 


2zi 十 2zs 十 zs 一 0， 
3zl 十 4zs 十 3zs: 一 2. 
解 ”将 此 线性 方程 组 的 系数 ,未 知 变量 及 右 端 常数 项 分 别 记 为 


| 2Zl 一 2zs 十 3zs 一 1， 


1 -2 3 了 1 
4=|2 2 1|， -| 5=| 0 |， 
3 43 和 2 
则 原 方程 组 对 应 的 矩阵 方程 为 
Ax=b. 
由 |4|=14 取 0 知 , 方 阵 4 可 逆 , 且 由 
2 18 -8 
A'=|—3 一 6 | 
2 -10 6 
得 
2 18 一 8 
和 -证 一 6 :| 
2 —10 6 


所 以 , 求 得 矩阵 方程 kx 一 的 未 知 变量 矩阵 


2 18 —8]r1 =i41 [1 

i ee 二 | | 
x=A b=TATA' b=i4| 一 3 6 5 a i 

1 


2 一 10 6jL2 14 
即 得 此 线性 方程 组 的 解 为 
z=—1, 了 一 于， Zs 一 ]. 

习题 2-3 

1. 判断 下 列 矩 阵 是 否 可 逆 , 如 可 逆 , 求 其 逆 矩 阵 : 

GD |， | (2) | | ca #0) 
3 4 A sed 
0 0 2 2 3 

(3) | 2 | o| > 一 遇 中 
1 2 3 = F | 
和 浅 . 仿 进 Qi 

cy | ‘| ~“. (a:#¥0,i=1,2,° ,7). 
0 0 1 2 
og [网 
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3 —1 1 
区 emam Atm 1 oe). 
2 11 


2.4 分 块 矩阵 


下 面 介绍 矩阵 运算 的 一 种 有 用 的 技巧 一 矩阵 的 分 块 . 这 种 技巧 在 处 理 某 些 较 高 阶 的 
矩阵 时 常常 被 用 到 . 


2.4.1 矩阵 的 分 块 
设 4 是 一 个 4X3 矩阵 ,用 一 些 纵 线 和 横 线 可 以 把 它 分 成 4 块 : 


如 果 记 
“| 
Q21 Q22 ld23 
asl Qs32 ld33 
网 a ee, 
就 可 以 把 4 看 成 由 上 面 四 个 小 矩阵 所 组 成 的 , 记 作 
[和 后] 
42 A 
并 称 它 是 4 的 一 个 2X2 分 块 矩阵 ,其 中 的 每 一 个 小 矩阵 称 为 4 的 一 个 子 块 ( 子 矩 阵 ). 


定义 2.13 把 一 个 矩阵 的 元 素 分 成 若干 块 ( 称 为 子 块 或 子 和 矩阵 ) ,并 以 子 块 作为 元 素 的 
和 矩阵 称 为 分 块 矩 阵 . 


给 了 一 个 矩阵 ,可 以 根据 需要 把 它 写成 不 同 的 分 块 矩阵 . 常用 的 分 块 矩阵 ,除了 上 面 的 
2X2 分 块 矩阵 ,还 有 以 下 几 种 形式 : 
(1) 设 和 矩阵 4 一 (as )。x , 按 行 分 块 


其 中 
@;=[an yaaz，…aan]， i=1,2,°*,m. 
(2) 按 列 分 块 
A=[B ,Pp 有]， 
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其 中 
B=[ay ,a am), 了 一 1，2，…，7。 
(3) 对 角 块 矩阵 . 当 ” 阶 矩阵 4 一 (os ) 中 非 零 元 素 都 集中 在 主 对 角 线 附近 ,有 时 可 将 A 
分 块 成 下 面 的 对 角 块 矩阵 (又 称 准 对 角 和 矩阵 ). 


Al 
A. def 
六 四 diag(4: ,A,,… ,A,), 
4， 
其 中 A; 是 ~ 阶 方 阵 ( 2 一 站) 
=1 
例如 
L240 0 0 10 
0 .4:0 0 0 :0 
0 .00 VY-=1:0 
A= -| 4 | 
00:2 5 8 ;0 
4 
0 0 0 3 一 2 0 
oo010 0 人 9 
其 中 


1 2 0 1 =i 
Al= ， A,=|2 5 ， A;=[9]. 
| | | | ,=[9] 


0 3 一 2 
(4) 准 下 三 角形 分 块 


Az Az 


A A e000 hs 
其 中 hi 是 xi 阶 方 阵 (Dr 一). 
准 上 三 角形 分 块 的 定义 类 似 . 
2.4.2 分 块 矩阵 的 运算 


(1) 分 块 矩阵 的 加 法 
设 A,B 为 mXn 和 矩阵 ,用 相同 分 法 把 A 与 B 分 块 为 


An 4 … A Bi Bs … BB 
Az A … A Bs Bz … B:;, 
六 二 ， B= ， 


A 42 … A, 了 了 Be。 … B,, 
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其 中 每 一 个 A; 与 Bj (i 二 1,2,…,r,j 二 1,2,…,s) 是 同型 子 块 和 矩阵 , 则 
AutBy 4 十 Bi … AitB, 
AntBs 42 十 B2 *% Azst+B,, 


4 十 了 一 


AntB AztB, *% A,+B,, 
这 里 我 们 把 每 个 小 块 看 作 新 矩阵 的 元 素 进行 运算 . 
(2) 分 块 矩阵 的 数量 乘法 


设 为 数 
kA Mu kAl, 
A= Mn Ma kAs, 
kA kA, kA,, 
(3) 分 块 和 矩阵 的 转 置 
AL A 四 A 
| 全 全 全 | 


AE 4545 
即 转 置 一 个 分 块 矩阵 时 ,在 分 块 矩阵 中 除了 作 行 、 列 位 置 互 换 外 ,还 要 对 每 一 个 子 矩 阵 做 转 
置 . 例如 ,和 矩阵 


-| A “上 | 


An A A 
则 
1 Oi 
AN A 0 1:5 
“i 4 2 4:2|. 
4 A¥ 1 5:3 
1 2i4 


(4) 分 块 矩阵 的 乘法 
设 A 为 mXk 和 矩阵 ,B 为 kXn 和 矩阵 ,对 A,B 作 分 块 ,使 得 A 的 列 的 分 法 与 B 的 行 的 分 
法 一 致 , 即 


Au 4 … A lm Bi Bi * Bi, lk 
eh Az Azz … A m2 B= B: Bs ** 也 k2 
. . . 9 . 和 


A A … A lm 了 B,: … B, |k, 


t= 


其 中 子 块 4; 为 m;X&k, 和 矩阵 ,B, 为 ,Xn 矩阵, 且 Da = m, Dk 一 3 二 n. 则 
i=1 1 ge 
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Cu Ce … Cu 
| 
Cy Cs … Cn 


其 中 C5 = DB, 是 m;Xn; 子 和 矩阵 . 这 与 普通 矩阵 乘法 规则 在 形式 上 是 相同 的 . 


例 1 设 矩 阵 
i 0 当 1 2 00 
0 和 2 2 000 
A= Pk 汪 三 3 
00 -1 0 6 310 
00 0 -1 0 -2 0 1 
计算 邮 ,4 十 了 B 及 4B. 
解 将 矩阵 4, 了 分 块 如 下 : 
下 0 也 1 2;0 0 
01: 2 4 I C 2 0i00| [po 
00:—-1 0| lo -I 6 310| LF I 
0 0; 0 -1 0 一 2;0 1 


则 
we ls el 


4+B-| 。 ‘+ 了 -| ol 
O -I F I F 0 


“lo -als se 


然后 再 分 别 计算 杂 ,AC ,I 十 D,D 十 CF 代入 上 面 三 式 , 得 


k 0 k 3k 2 2 1 3 A | 1 3 
0 k 2R 4k 2 124 14 一 2 2 4 
kA= ， A 十 了 3 一 ， 4B 一 。 
0 0 一 有 0 6 3 0 0 一 6 一 3 二 于 0 
0 0 9 = 0 一 2 .0 0 0 2 0 一 并 


容易 验证 这 个 结果 与 直接 用 不 分 块 矩阵 运算 得 到 的 结果 相同 . 
(5) 分 块 矩阵 的 行列 式 
具有 某 些 特 殊 结 构 的 分 块 矩 阵 ,其 行列 式 的 计算 有 十 分 简单 的 结果 . 
例如 , 设 分 块 矩阵 
4 C 
hs sl 


其 中 A,B 分 别 是 :,t 阶 方 阵 ,C 是 ;Xi 和 矩阵,O 是 上 Xs 零 矩阵 ,我 们 可 以 证 明 


A 
Il=| 
0 


C 
二 |4|| 了 |. 
B 


同 理 , 准 对 角 和 矩阵 4 的 行列 式 有 如 下 计算 公式 : 
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I4|=|A1||A:1…|A.|. 
因此 ,14| 天 0 的 充 要 条 件 是 每 一 个 |4;| 天 0, 从 而 推 得 : 分 块 对 角 和 矩阵 A 可 逆 的 充 要 条 件 是 
每 一 个 子 矩 阵 4; 可 逆 , 且 


Ms 
4 一 人 
二 
例 2 设 
De 0 0 0 
2 0 0 0 
A=|0 0 一 2 L 0|, 
0 0 0 一 2 1 
0 0 0 0 一 2 
用 矩阵 分 块 的 方法 求 4-:. 
解 可 将 4 如 下 分 块 ; 
人 ‘| 
A= » 
0 4: 
其 中 
= . 0 
1 2 
2 5 
0 0 =2 
则 
Ai! 
~“ | 
As! 
又 
-下 .上 i 
2 4 8 
re ee 
Ai -| 2 | A; =| 0 2 二 
_1 
0 0 2 
故 


=) 
[= 
| 
Bb 
| 
NP Im oo o 
| 
Lo 上 Im om oo 


© 
o 
o 
o 
| 


这 里 开 , 五 -, 为 单位 矩阵 . 比较 上 式 最 后 两 个 分 块 矩阵 ,得 矩阵 方程 组 : 


例 3 设 A=| 
了 


3 
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0 
| 加 阶 方 了 ,4 为 阶 方 子 阵 ,车 A 可 北 , 求 A-1. 


解 因 A 可 洲 , 所 以 |A| 二 |4111A4| 闯 0, 则 |A1| 隆 0,144 | 闫 0, 因 而 41,A, 有 逆 和 矩阵 
Ai! ,Art1. 设 A 的 逆 矩 阵 为 ,并 按 如 下 分 块 : 
XK XX 
Xs XX, 


| 


其 中 Y 是 7 阶 方 阵 ,XX 是 n 一 r 阶 方 阵 , 由 AX=I 有 


A; 


| 


sx 
A, | X; 


A1X! 


Pe +A,X 


[< 
O 


| 
过 下 


AiX =I,， 
A1X,=0, 


A;sXi 二 AiX;=O0, 


X, 
X, 


AsK¥2 二 TAX =I,-,. 
因为 4 可 逆 , 故 从 上 面 第 一 式 得 入 一 41. 由 第 二 式 得 和 一 O. 由 第 三 式 得 AsK; 二 一 AsX1， 
两 边 左 乘 At ,得 


| 


AlX; 
A;sXX, 十 AsX 


已 :一 一 人 1 43:X 一 一 4 143:4i. 
由 第 四 式 4,X4 一 到 -得 和 一 4 , 故 A 的 逆 为 


“| 


Ar! 


0 


—Ar'AsA1! A7! 


| 


| 


习题 2-4 
1. 按 下 列 分 块 的 方法 求 下 列 和 矩阵 的 道 和 矩阵 : 
和 1 2 3:4 
(1) "1 2 3|， (21 1 2 3 
0 Oil 2 001 2 
0001 0 0 0:1 
2. 按 指定 分 块 的 方法 ,用 分 块 矩阵 乘法 求 下 列 矩 阵 的 乘积 ， 
tO ,于 2 rl 0 
© :| 0|; (2) | 中 0 0 -1 
0 si2lloi-i = Ni 
a 0:0 0]fl 0:c 0 
L ai0 上 lio ce 
《37 | = | 
10ib ollo o:a 0 
0 10 bjlo oi:o a 


| 
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3, 设 n 阶 给 阵 A 及 六 阶 敌阵 且 孝 可 进 , 求 | of . 


2.5 ”矩阵 的 初等 变换 


和 矩阵 的 初等 变换 是 处 理 和 矩阵 问题 的 一 种 基础 方法 , 它 在 化 简 甜 阵 、 解 线性 方程 组 、 求 矩 
阵 的 送 和 求 矩阵 的 秩 等 诸多 领域 中 发 挥 着 重要 的 作用 . 


2.5.1 初等 变换 


定义 2.14 对 矩阵 进行 以 下 三 种 变换 , 称 为 矩阵 的 初等 行 ( 列 ) 变 换 : 

(1) 交换 矩阵 的 两 行 ( 列 ) ,如 交换 第 i,j 行 ( 列 ) 的 位 置 , 记 为 mm (cec); 

(2) 用 一 个 非 零 的 数 上乘 矩阵 的 某 一 行 ( 列 ) ,如 用 乘 第 i 行 ( 列 ), 记 为 kr; (kc;); 

(3) 将 矩阵 的 某 一 行 ( 列 ) 的 & 倍加 到 另 一 行 ( 列 ) 上 ,如 把 第 7 行 ( 列 ) 的 & 倍 加 到 第 ; 行 
( 列 ) 上 , 记 为 ri 十 kr; (ci 十 kc;). 

和 矩阵 的 初等 行 变 换 与 矩阵 的 初等 列 变换 统称 为 矩阵 的 初等 变换 . 

定义 2.15 ”一 个 矩阵 称 为 行 阶梯 形 和 矩阵 ( 常 简称 为 阶梯 形 和 矩阵 ), 如 果 从 第 1 行 起 ,此 
矩阵 的 每 行 第 一 个 非 零 元 素 前 面 零 的 个 数 逐 行 增加 ,一 旦 出 现 零 行 , 则 后 面 各 行 (车 还 有 的 


话 ) 都 是 零 行 . 
例如 
1212 1 
1 2 1 3 
0021 2 
043 1 
， 000 13 
002 1 
0 0.00 0 
0 0 0 0 
000 0 0 
都 是 阶梯 形 和 矩阵 ， 
定理 2.3 任何 一 个 非 零 矩阵 都 可 以 经 过 有 限 次 的 初等 行 变换 化 为 阶梯 形 和 矩阵 . 
证 设 
au Qa Qln 
Q2z1 a22 a2 
本 : 
Gml dm? “ dmn 


(1) 当 A 中 的 第 1 列 元 素 aa ,aa ,… ,am 不 全 为 零 时 ,不 妨 设 aa 天 0( 否 则 ,可 对 4 施行 
初等 行 变换 ,调换 4 中 行 的 位 置 , 使 a 位 置 上 的 元 素 不 为 零 ) ,把 第 1 行 各 元 素 的 一 笃信 ， 


all 
分 别 加 到 第 i 行 (i 二 2,3,…,m) 的 对 应 元 素 上 ,这 样 ,可 将 A 中 的 第 1 列 元 素 除 ca 外 的 其 他 
元 素 全 部 变 为 零 , 得 到 矩阵 
0 ps … po 
3 2 2 2 


0 Do Don 
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然后 ,对 B 中 右 下 角 的 矩阵 


bos … po 
(| : 
(2 


重复 上 述 过 程 ,经 过 有 限 次 同样 的 初等 行 变换 ,和 矩阵 4 可 化 为 阶梯 形 和 矩阵 . 

(2) 若 4 中 第 1 列 元 素 全 为 零 , 按 顺序 考虑 第 2 列 ,第 3 列 ,…… ,一 直到 第 nn 列 ,由 于 
4 不 是 零 矩 阵 , 所 以 至 少 在 某 一 列 中 , 某 个 ai 隆 0( 前 j 一 1 列 全 为 零 ). 将 此 不 为 零 的 ai 通过 
初等 行 变换 , 换 到 第 1 行 ,重复 (1) 的 过 程 , 即 可 证 明 在 上 述 情 形 下 ,矩阵 4 也 可 化 为 阶梯 形 


和 矩阵 . 
上 述 对 定理 的 证 明 过 程 ,实际 上 就 是 把 矩阵 4 化 为 阶梯 形 矩 阵 的 过 程 . 
例 1 设 矩 阵 
0 2 
A= 2 4 3 ， 
0 
用 初等 行 变 换 化 矩阵 4 为 行 阶梯 形 矩 阵 . 


解 ” 我 们 用 记号 <>” 表示 对 A 做 初等 变换 ,施行 初等 行 变 换 写 在 “~” 的 上 方 , 施 行 初 
等 列 变换 写 在 “~” 的 下 方 . 


r: 十 (一 rm [0 1 2 一 1 4 
rat+r 
A | 0 0 5 -| 
0 0 0 5 一 3 
ey 0 1 2 一 1 4 
一 |0 0 0 5 一 3 |( 行 阶梯 形 ). 
0 0 0 0 0 


定义 2.16 ”一 个 行 阶梯 形 矩 阵 若 满足 : 
(1) 每 个 非 零 行 的 第 一 个 非 零 元 素 ( 首 个 非 零 元 ) 为 1; 
(2) 每 个 首 个 非 零 元 素 所 在 列 的 其 他 元 素 全 为 零 ， 

则 称 它 为 行 标准 形 矩 阵 ( 也 称 为 简化 阶梯 形 和 矩阵 ). 


例如 
1 0 2 本 
0 011 3 0 0i1 10 
0 0 0 000 011 
0 000 000 00 
都 是 简化 的 阶梯 形 矩 阵 . 


定义 2.17 如果 一 个 非 零 矩阵 的 左上 角 为 单位 矩阵 ,其 他 位 置 的 元 素 都 为 零 , 则 称 这 
个 矩阵 为 标准 形 矩 阵 . 
用 分 块 矩阵 的 表示 方法 , 形 如 
于 O.xo-n I 
| | [Ow | | L 


Oo Xr Oo -> X Cn 一 门 
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的 矩阵 都 是 标准 形 和 矩阵 . 
定理 2.4 任何 矩阵 都 可 以 经 过 有 限 次 初等 行 变换 化 为 简化 阶梯 形 和 矩阵 . 任何 矩阵 都 
可 以 经 过 有 限 次 的 初等 变换 化 为 标准 形 和 矩阵 . 
例 2 设 矩 阵 
0 闪 - 
2 1,- 滩 天 | 
0 =1 =2 0 =7 


将 矩阵 4 化 为 简化 阶梯 形 和 矩阵 与 标准 形 和 矩阵 . 
解 ” 先 用 初等 行 变换 将 矩阵 化 为 简化 阶梯 形 和 矩阵 ,再 用 初等 变换 化 为 标准 形 矩 阵 . 


A= 


n=Dn TO 1 2 一 4 站 和 是 一 4 
ratri ms 十 (一 1)rz 
A 0 0 0 3 -| 0 0 0 5 -| 
0 0 0 5 一 3 0 0 0 0 0 
0 1 2 一 1 4 012 0 世 
入 和 
3 | ntr 
0 0 = 0 0 0 1 一 号 | 简化 阶梯 形 》 
0 0 0 0 0 0 000 0 
17 17 
1 0 2 0 5 1 0 2 0 5 
cec |0 0 0 1 于 ore |0 1 0 0 一 各 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0.00 0 
roaa 0 1 0 0 0 |( 标 准 形 ). 
e+ (是)a 和 
c+ Be 
例 3 设 
Us et | 1 0 
0 1 2 一 4 1 
A= 
2 一 2 —4 6: 一 
3 一 4. 一 5 7 =1 
(1) 用 初等 行 变换 把 A 化 为 阶梯 形 , 进 一 步 化 为 简化 阶梯 形 ; 
(2) 再 用 初等 列 变换 将 其 化 为 标准 形 . 
解 
1 = = 1 0 .= = 1 0 
G。 全， 
(1)A= 一 
2 2 -一 二 6 一 1 0 0 一 2 4 一 人 


3 一 4 一 9 T= 0 0 一 2 4 一 1 


=P 

re 和 )r | 0 
0 0 
0 0 


© 口上 oo 


2.5.2 初等 矩阵 


OO ~ ©O 口 
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1 0 
00 0 
(阶梯 形 ) 
4 一 

0 0 0 

1 0 

0 0 

1 

0 0 
1 
2 
0 
人 三 B( 简 化 阶梯 形 ). 
人 
0 
0 0 
0 0| 

(标准 形 ). 

0 0 
0 0 


定义 2.18 对 单位 矩阵 工 施 行 一 次 初等 变换 得 到 的 矩阵 , 称 为 初等 矩阵 . 
(1) 交换 单位 矩阵 工 的 第 ; 行 ( 列 ) 与 第 7 行 ( 列 ), 得 到 的 矩阵 记 为 ITGi,7)， 即 


[1 


工 i7) 一 


0 1 i 行 
1 0 j 行 
1 
1 
i 列 j 列 


(ao \， 第 2 章 矩阵 >>> 


(2) 用 一 个 非 零 数 & 乘 单位 矩阵 工 的 第 ; 行 ( 列 ) ,得 到 的 矩阵 记 为 I(iC&)), 即 
1 


I(i(k))= k 


i 列 
(3) 将 单位 矩阵 工 的 第 7 行 ( 列 ) 的 倍加 到 第 i 行 ( 列 ) 上 ,得 到 的 算 阵 记 为 TCi,j(&))， 


即 
[1 


1 
1 k i 行 
I(i,j(k))= 
1 j 行 
1 
上 1 
i 列 了 列 
由 行列 式 的 性 质 , 立 即 知道 上 面 矩 阵 的 行列 式 皆 不 为 零 , 因 此 初等 矩阵 是 可 逆 和 矩阵, 其 


逆 矩 阵 也 是 初等 矩阵 . 
定理 2.5 设 4。x, 一 (ai )wxn。 
(1) 对 4 施行 某 种 初等 行 变换 ,等 于 用 同 种 的 m 阶 初等 矩阵 左 乘 4. 


(2) 对 4 施行 某 种 初等 列 变换 ,等 于 用 同 种 的 ” 阶 初等 矩阵 右 乘 4. 
证 ”我们 只 证 初等 行 变换 的 情形 , 列 变换 可 以 类 似 地 证 明 . 设 4 是 一 个 m Xn 和 矩阵 ,B= 


(5s ) 是 任意 一 个 m 阶 方 阵 ,将 4 按 行 分 块 : 


于 是 
buAitbizAzt TbinAn 


BA= bziAi 十 bzsA 和 i 十 二 bonAm L 


二 而 千克 二 二 下 和 
由 B 的 任意 性 , 令 B=I(i,j), 便 有 
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Al 
A; i 行 
I(i,7))A=| : ， 
A; |j 行 
4。 
这 说 明 对 4 施行 一 次 i,j 两 行 的 对 换 , 其 结果 恰 等 于 工 i ,7)4. 


又 令 B=I(i(k)), 则 有 
A 
I(i(k))A=| kA, |i 行 ， 
4。 
这 说 明 用 一 个 非 零 的 数 & 乘 4 的 第 i 行 ,其 结果 恰 等 于 I(i(k))A. 
再 令 B=I(i,j(k)) ,同样 有 


Al 
Ai 十 kA; |i 行 
I(i,j(k))A= ， 
A |i 行 

An 


这 说 明 把 4 的 第 7 行 的 & 倍加 到 第 i 行 ,其 结果 恰 等 于 I(i,j(&))A. 
例 4 用 三 阶 方 阵 来 验证 上 述 定理 2.5 的 结果 . 


Qn dl Q13 
A=|az az az |， 
ld3l Q32 Q33 


(1) 交换 矩阵 4 的 第 1 行 和 第 3 行 : 
au  Q12 al ds3l ld32 ld33 
nny 
A=|az az az | 一 >|a az as | ， 
ld3l Q32 U33 al dl al3 


0 0 lllan as als ld3l 032 ls 
I(1,3)A=|0 1 0||asa az az |=|az az az |. 
1 0 0JLasa aaz aas 


du 012 als 
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(2) 以 非 零 的 数 上 乘 矩 阵 4 的 第 3 行 : 


au daly Q13 a Q12 Q13 
krs 
ld21 ld22 ld23 ”| Q21 Q22 az3 |» 


A= 
ds3l ds32 ld33 kasl kass kass 
而 
1 0 0lfan as als au Ql2 Ql3 
I(3(k) “| 1 0llas az ass | dz dz dazs | 
0 0 kllas a ass kas kas: kass 
(3) 将 第 2 行 的 倍加 到 第 1 行 上 : 
au alz als al 十 Ra aiz 十 Ra als 十 Rass 
和 = Q22 ld23 和 Q21 Q22 Q23 » 
asl asz a33 aal Qa2 a33 
而 
1 k Ofan aa an al 十 Razl alz 十 Ra als 十 Rass 
ra 1 中 Q22 |- azl lz22 lz23 
0 0 lllas as ass aal as2 ls3 


2.5.3” 算 阵 的 等 价 


定义 2.19 若 矩 阵 4 经 过 初等 行 ( 列 ) 变 换 可 化 为 矩阵 B, 则 称 和 矩阵 A 与 B 行 ( 列 ) 等 
价 . 若 矩 阵 4 经 过 初等 变换 可 化 为 矩阵 如 , 则 称 和 矩阵 4 与 矩阵 了 3 等 价 , 记 为 4 一 B. 
矩阵 的 等 价 具有 以 下 性 质 : 
(1) 反 身 性 : A 一 A; 
(2) 对 称 性 : 若 A 一 B, 则 B->A; 
(3) 传递 性 : 若 A 一 B,B 一 C, 则 A 一 C. 
由 于 任何 矩阵 都 可 以 经 过 有 限 次 的 初等 行 变 换 化 为 阶梯 形 矩 阵 , 所 以 ,任何 一 个 矩阵 与 
其 阶梯 形 矩 阵 等 价 . 
定理 2.6 和 2X7j 和 矩阵 4 与 矩阵 了 3 等 价 当 且 仅 当 存在 m 阶 可 逆 矩 阵 卫 与” 阶 可 逆 矩 阵 
Q, 使 P40= 了 .特别 地 , 任 一 矩阵 与 其 标准 形 矩 阵 等 价 . 
定理 2.7 阶 矩阵 4 为 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 它 可 以 表示 成 有 限 个 初等 矩阵 的 乘积 . 
证 〈 必 要 性 ) 由 定理 2.4, 我 们 知道 矩阵 A,x, 经 过 有 限 次 的 初等 变换 ,可 以 化 为 下 面 形 
式 的 标准 形 和 矩阵 
本 下 O-xo-n 
村 a Ou-axe-s | 


再 由 定理 2.5 知 ,存在 初等 矩阵 P,P,,…,P, 及 Q1,0;,…,0,, 使 
P,…PAQ,…0,=D. 
因 A 可 逆 , 且 初等 矩阵 可 逆 , 所 以 D 可 道 , 则 |D| 取 0, 于 是 D 不 能 有 任 一 行 ( 列 ) 的 元 素 
全 为 零 ,因此 DD 必 等 于 T,, 即 
P.…P1AQ1*…0Q,=TL,. 
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于 是 
4 一 PT PTIOD 0 
即 4 可 以 表示 成 一 些 初等 矩阵 的 乘积 . 
因 初 等 矩阵 可 着, 所 以 充分 条 件 是 显然 的 . 
下 面 介 绍 一 种 求 闻 矩阵 的 方法 一 一 初等 变换 求 逆 法 . 
如 果 A 可逆, 则 4-: 也 可 道 ,根据 上 面 定理 ,存在 初等 矩阵 G1 ,G:，…,G, ,使 


A-! =GG; “Gr 
那么 有 
A-1A=GG,*…GiA, 
即 
I=G,G,*…G,A, OO 
A-!=GG,*…G:I. © 


@ 式 表示 对 A 的 行 施 以 若干 次 初等 变换 化 为 I,@ 式 表示 对 了 的 行 施 以 同样 的 初等 变 
换 化 为 A 一. 于 是 可 以 得 出 一 个 求 逆 矩 阵 的 方法 如 下 : 

作 一 个 nX2n 的 矩阵 [4 | 刀 , 然 后 对 此 矩阵 施 以 仅 限 于 行 的 初等 变换 ,使 子 块 4 化 为 
二, 则 同时 子 块 工 即 化 为 4 一 了 . 


0 2 -1 
例 5 求 矩 阵 4=| 1 1 2| 的 道 矩阵 . 
一 1 一 1 一 1 


0 2 =LIL0 0 
解 [A4iD=| 1 1 2:0 10 
-lLt0.0 1 


Y 1 2:0 1 0 
nr 
a 2 =Li1 0 
= = = 1 
| 2:0 1 0 
rstr 
—— 2 = 
0 0 1;0 1 1 
5 1 
nt+(- 诗 )m 1 0 2: 2 0 
i 1 0 0 
人 
i lL -3 5 
n+(- 呈 )= 1 人 2 2 2 
2 =1: 1 0 0 
0 ‘14 0 1 1 
jl 3 5 
1 0 01=3 = 地 二 这 
72 十 rs 2 2 2 
1 1 hl 
0 1 1 
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:1 _3 _5 
| A 
De [Ti 4-5] 
一 1 1 1I=HI4 j， 
0 
ool 0 1 1 
所 以 
= 二 3 
2 一 一 2 
A411-| 1 1 工 | 
2 2 3 
o0 1 1 


如 果 不 知 和 矩阵 A 是 否 可 道 ,也 可 按 上 述 方法 去 作 ,只 要 nX2n 矩阵 左边 子 块 有 一 行 
( 列 ) 的 元 素 全 为 零 , 则 A 不 可 道 . 


10 1 
例 6 已 知 矩阵 4=| 2 1 0|, 求 (I 一 4A). 
—3 2 一 5 
刻章 0 0 -1 
解 A4=| 2 1 0|， LI-4=|-2 0% 0， 
一 3 2 一 5 3 —2 6 
0 0 -1:1 0 0 
[DA!iD=|-2 0 0i0 1 | 
3 -2 6:001 
-2 0 0010 
| 0 0 -1il 0 | 
3 -2 6001 
-2 0 0:010 
"| 3 -2 600 | 
0 0 -lloo 
(a) Dn » 0 Qu © 
3 —2 6; 0 1 
0 01:-1 0 
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10 0i: 0 -1 0 
(-z)" : 2 
一 3 1 
1 3 0 一 了 
00 1 -1 0 0 
L000 0 一 去 0 
南下 二 : g , 
0 1 0 ;一 3 一 到 一 六 
001 -1 0 0 
于 是 得 到 
1 
0 0 
(一 4) =| -3 -3 _1l 
4 2 
-1 0 0 


上 面 用 初等 变换 求 逆 矩阵 的 方法 , 仅 限于 对 和 矩阵 的 行 施 以 初等 变换 , 即 初等 行 变 换 ,不 
得 出 现 初 等 列 变换 . 


习题 2-5 
1, 用 初等 变换 将 下 列 矩 阵 化 为 标准 形 和 矩阵 : 


(GD) | ol (2) |， ol 
3 2 3 2 


1 一 1 2 
(3) | 2 | 
1 一 2 0 


1 一 1 2 3 

(5) | | (X= 一 3 
3 一 3 3 

2 1 


2. 用 初等 变换 判定 下 列 矩阵 是 否 可 逆 , 如 可 逆 , 求 其 逆 和 矩阵 : 


2 2 -1 
GD) | -2 4|， (2) 站 |]ea-azo， 
5 8 2 a 
12 3 14 1g3 57 
23 1 2 0 33 
11- 人 oo 13 
让 一 00 01 
2.6 矩阵 的 秩 


定义 2.20 在 一 个 m 行 n 列 的 矩阵 4 中 任 取 & 行 k 列 (kmin{m,n})), 位 于 这 些 行 和 
列 的 相交 处 的 元 素 ,保持 它们 原来 的 相对 位 置 所 构成 的 & 阶 行列 式 , 称 为 矩阵 4 的 一 个 阶 
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子 式 . 
例如 ,对 于 


矩阵 4 的 第 1,2,3 行 和 第 1,2,4 列 相交 处 的 元 素 所 构成 的 三 阶 子 式 为 
bh 
3 2 2 
0 和 号 

定义 2.21 设 A 为 mXn 和 矩阵 .如 果 A 中 不 为 零 的 子 式 最 高 阶 数 为 r, 即 存在 7 阶 子 式 
不 为 零 ,而 任何 7 十 1 阶 子 式 皆 为 零 , 则 称 > 为 矩阵 4 的 秩 , 记 为 秩 (4) 二 r 或 1(4)==r. 当 
A 二 QO 时 ,规定 (4)=0. 

显然 1(4)= 二 +(47). 

很 明显 ,0<<r(4) 志 min{m,n)}. 

当 r(4) 二 min{m,n} 时 , 称 矩 阵 4 为 满 秩 矩阵 . 

例 1 求 下 列 矩 阵 的 秩 ， 


12134 
02512 | :| 
(1) A= ; (2 B=| 1 4 -12 7|. 
00011 
-10 09 
00000 
解 (1) 4 是 一 个 行 阶梯 形 矩 阵 ,容易 看 出 A 的 所 有 4 阶 子 式 均 为 零 ,A 有 一 个 三 阶 
子 式 
1 23 
0 2 1|=2#0, 
001 
故 r1(4)=3. 
(2) B 的 最 大 阶 子 式 为 三 阶 , 共 有 4 个: 
1 3 —9 1 33 
1 4 —12|=0, 1 4 7|=0, 
-10 0 -1 0 9 
1 -9 3 3 —9 3 
1 —12 7|=0, |4 -12 7|=0. 
-1 09 0 09 
B 的 所 有 三 阶 子 式 皆 为 零 , 且 B 有 一 个 二 阶 子 式 
1 3 
一 1 天 0， 
1 4 


故 r(GB) 一 2. 
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用 定义 求 行 数 、 列 数 都 很 大 的 矩阵 的 秩 是 不 方便 的 ,下 面 介绍 用 初等 变换 求 和 矩阵 的 秩 . 

定理 2.8 和 矩阵 经 初等 变换 后 ,其 秩 不 变 . 

证 仅 考 察 一 次 初等 变换 的 情形 . 

设 Anx, 经 初等 变换 变 为 Bax,, 且 r(4) 二 ri,r(B)==r;. 

当 对 4 施 以 互 换 两 行 或 以 某 非 零 数 乘 某 一 行 的 变换 时 ,和 矩阵 B 中 任何 ri 十 1 阶 子 式 等 
于 某 一 非 零 数 c 与 4 的 菜 个 i 十 1 阶 子 式 的 乘积 ,其 中 c== 土 1 或 其 他 非 零 数 . 因为 4 的 任 
何 ri 十 1 阶 子 式 皆 为 零 , 因 此 B 的 任何 ri 十 1 阶 子 式 也 都 为 零 . 

当 对 4 施 以 第 ; 行 乘 & 后 加 于 第 j 行 的 变换 时 ,矩阵 也 的 任意 一 个 ~: 十 1 阶 子 式 |B, |， 
如 果 它 不 含 B 的 第 j 行 或 既 含 B 的 第 i 行 又 含 第 j 行 , 则 它 即 等 于 4 的 一 个 i 十 1 阶 子 式 ; 
如 果 |Bi | 含 B 的 第 j 行 但 不 含 第 i 行 时 , 则 |Bi | 二 |41 | 土 £14, | ,其 中 4:,4; 是 4 中 的 两 个 
ri 十 1 阶 子 式 . 由 4 的 任何 ri 十 1 阶 子 式 均 为 零 ,可 知 B 的 每 一 个 i 十 1 阶 子 式 也 全 为 零 . 

由 以 上 分 析 可 知 ,对 4 施 以 一 次 初等 行 变换 后 得 B 时 ,有 7;<ri 十 1 即 r,<n. 

A 经 某 种 初等 变换 得 B,B 也 可 以 经 相应 的 初等 变换 得 4, 因此 又 有 ri 二 7;. 

故 得 ni 二 rs. 

显然 上 述 结论 对 初等 列 变换 也 成 立 . 

故 对 A 每 施 以 一 次 初等 变换 所 得 矩阵 的 秩 与 4 的 秩 相 同 , 因 而 对 4 施 以 有 限 次 初等 变 
换 后 所 得 矩阵 的 秩 仍然 等 于 4 的 秩 . 

1 0 2 1 0 


7 1 14 7 
例 2 求 矩阵 4-| 。 5 1 4 “6 | 的 秩 . 
21 1 -10 一 ? 
10 2 1 0 
O01 0 © 1 
解 4 1 
0 1. = 2 
10 2 1 0 
01 0 0 1 
oo 1 4 1 
0 0 =8 = =3 
1021 0 T0000 
01l1001| .01000 
00141||00100 
00000jL00000 
故 r(4) 一 3. 


实际 计算 时 ,并 不 一 定 要 将 A 用 初等 变换 化 为 标准 形 ,只 需要 将 4 化 为 一 眼 能 看 出 它 
的 秩 的 矩阵 即 可 (比如 阶梯 形 矩 阵 ). 
2 下 -村 :并 


例 3 求 矩 阵 4 一 


4 
3 
2 的 秩 . 
1 
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解 ” 对 A 进行 一 系列 初等 行 变 换 ,将 4 化 为 阶梯 形 和 矩阵 


2 141417 1 2 8 2 2 
3 -1213| |o -7 -7 —5 —3 
4-1 2322| | -3 -2 -3 0 
4 -230 1| lo -0 -9 -8 一 7 
1 2 3 2 2 
0 -7 —7 —5 一 3 
0 0 1 一 也 3 
0 0 0 0—4 
故 r(4) 一 4. 
习题 2-6 
1. 求 下 列 矩 阵 的 秩 : 
1 2 34 32 11 
(1) | 一 2 4 中 (2) | 2 一 3 :| 
1 10 12 4 4 —2 3 


人 一 3 3 


且 和 矩阵 AB 的 秩 为 2, 求 a. 
3. 已 知 


SR R R 一 
A R PR 
R mm R RN 
PR R R 


问 : (1) a 取 何 值 时 ,矩阵 4 可 北 ? 
(2) a 取 何 值 时 ,矩阵 4 的 秩 为 3? 
(3) a 取 何 值 时 ,矩阵 4 的 秩 为 1? 


2.7 行列 式 和 和 矩阵 的 MATLAB 求解 


2.7.1 行列 式 的 MATLAB 求解 
在 MATLAB 中 求解 行列 式 , 需 先 建立 矩阵 . 矩阵 的 建立 需 遵循 以 下 基本 规则 : 
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(1) 整个 矩阵 应 以 <[ ”Jj” 为 首尾 , 即 整个 输入 和 矩阵 必须 包含 在 方 括号 中 ; 
(2) 矩阵 中 , 行 与 行 之 间 必须 用 分 号 “;” 或 Enter 键 ( 按 Enter 键 ) 符 分 隔 ; 
(3) 每 行 中 的 元 素 用 去 号 “,” 或 空格 分 隔 . 


1 2 3 4 
例 1 在 MATLAB 中 建立 矩阵 4 一 > 

9 10 11 12 

13 14 15 16 
解 在 MATLAB 命令 窗口 输入 以 下 命令 : 


>~>A= 


13 14 15 16 
在 MATLAB 中 我 们 只 需 借助 函数 det 就 可 以 求 出 行列 式 的 值 ,其 格式 为 : det(A) ,其 
中 A 为 n 阶 方 阵 . 


1021 
SC = 2 3 
例 2 计算 行列 式 1 的 值 . 
0 1 2 1 
解 在 MATLAB 命令 窗口 输入 以 下 命令 : 
(1) 输入 矩阵 . 
>> A=[1021;-1223;2331;0121] 
A= 
1 0 2 1 
-1 2 2 3 
2 3 3 1 
0 1 2 Ll 
(2) 输入 det(A) 命 令 . 
>> det(N) 
ans = 
14 
所 以 该 行列 式 的 值 为 14. 
函数 det 也 可 以 用 于 计算 含有 变量 的 行列 式 , 但 需 先 用 syms 声明 变量 . 
a 0 0 
例 3 计算 行列 式 | “了 9 | 的 值 
0 一 和 杰 : 汕 
0 人 一 1 本 


解 在 MATLAB 命令 窗口 输入 以 下 命令 : 
(1) 声明 变量 ,并 输入 矩阵 . 


>>> symsabcd 
>>aA=[a100;-1b10;0 -1c1;00 -1d] 
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及 = 
a 1 0 0 
= b 1 0 
0 六 于 C 3 
0 0 -1 d 


(2) 输入 det(A) 命 令 . 
>> DA= det(A) 
DR =axbxcxdtaxbtaxd+cxdt+1. 


所 以 该 行列 式 的 值 为 axbxcxd+axb+axd+cxd+1l. 
2.7.2 和 矩阵 的 MATLAB 求解 


在 MATLAB 中 ,矩阵 的 基本 运算 有 和 矩阵 相 加、 和 抢 阵 相 减 ,矩阵 数 乘 、 和 矩阵 相 乘 、 矩 阵 相 
除 , 和 矩阵 的 逆 、 矩 阵 的 秩 . 


1 2 3 3 和 胡 
例 4 求 矩 阵 4=|2 1 2 pa 5 3 | 的 和 与 差 . 
331 2 3 1 

解 在 MATLAB 命令 窗口 输入 以 下 命令 : 
(1) 输入 矩阵 . 
>> aA=[123;212;331] 
及 = 

1 3 

2 1 2 

3 .六 1 
>> B=[324;25 3;231] 
B= 

, 2 4 

i! 

2 | 1 
(2) 用 十 和 一 实现 矩阵 加 减 . 
>> C=A+B 
C = 

4 4 时 

4 6 3 

上 1 6 2 
>>>D=A-B 
D = 

= 0 ba 

0 -4 -1 
二 0 0 


1 六 
例 5 piers | 
121 


与 10 的 乘积 . 
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解 在 MATLAB 命令 窗口 输入 以 下 命令 : 
(1) 输入 矩阵 . 

>> aA=[101;211;121] 

及 = 


(2) 输入 10*A 或 Ax10. 
>>>B=10*xA 
B= 

10 0 10 

20 10 10 

10 20 10 


2 3 3 2 4 
例 6 ere |: 二 这 sn 5 3 | 的 乘积 . 
33 1 231 
解 在 MATLAB 命令 窗口 输入 以 下 命令 : 
(1) 输入 矩阵 . 
>> A=[123;212;331] 
及 = 
1 2 3 
2 1 2 
3 3 t 


>> B=[324;25 3;231] 
B=3 2 4 


2 5 3 
入 3 1 
(2) 输入 AxB 和 BxA. 
>> c=Ax*B 
C = 
1 -二 13 
| 
17 24 22 
>> D=B*xA 
D= 


19 20 17 
21 18 19 
11 10 13 


比较 C 和 DD, 可 以 看 出 A xB 和 Bx A 的 结果 完全 不 同 . 


1 -1 2 
例 7 求 矩 阵 4=|0 ”1 一 1 | 的 逆 矩 阵 . 
儿 注 '， 交 
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解 在 MATLAB 命令 窗口 输入 以 下 命令 : 


(1) 输入 矩阵 . 
>> aA=[1 -12;01 -1;210] 
A= 
2 二 人 2 
0 1 = 
2 1 0 
(2) 输入 函数 inv(A) 求 A 的 道 矩 阵 . 
>> C= inv(A) 
C= 
气 熏 二 章 .9 
2 4 过 集 
2 3 = 
7 2 2 3 
例 8 wei 2 a 2 mm 
2 1 3 3 2 1 
解 在 MATLAB 命令 窗口 输入 以 下 命令 : 
(1) 输入 矩阵 . 
2 有 = [1 23;421;21 | 
及 = 
和 2 3 
4 2 p 
2 1 3 
>> B=[212;121;321] 
B= 
党 各 2 
1 2 FE 
3 2 i 
(2) 输入 A\B 和 A/B. 
二 > C=RANB 和 矩阵 左 除 , 相 当 于 inv(a) * B 
C = 
0.3333 0.6000 一 0.2000 
一 0.6667 一 0.4000 0.8000 
1.0000 0.4000 0.2000 
> D=RMMB 和 矩阵 右 除 ,相当 于 * inv(B) 
D = 
1.3333 1.3333 一 1.0000 
0 一 0.5000 1.5000 
1.6667 0.1667 一 0.5000 
py i We 
二 名 2 泣 
例 9 求 矩 阵 4 人 的 秩 . 
2 -32 法 
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解 在 MATLAB 命令 窗口 输入 以 下 命令 : 
(1) 输入 矩阵 . 
SSna[211212211212;221 

A= 


Pb mm mm 
Nb Nb Nb 

PN 
PP Nb PP 


1 
(2) 输入 rank(A) 求 A 的 秩 . 


>> rank(CRA) 
ans = 
4 
所 以 4 的 秩 为 4. 
习题 2-7 
1. 用 MATLAB 求 下 列 行列 式 
rz 2 -1 3 
4 2 一 6 
1 2 > 一 2 
(1) 7 5 4 (2) 
2 0 1 3 
3 4 9 
4 -1 k& 2 
1 0 一 ! 0 —1 0 
2. 已 知 和 矩阵 4=| 2 4 ， 1| 和 矩阵 B=|2 1 3|, 在 MATLAB 中 求 : 
—20 5 由 


(1) 24+B,A’—3B,A*B,BxA,A\B 和 A/B. 
(2) 矩阵 4 的 逆 矩 阵 . 


(3) 矩阵 如 的 秩 . 
总 习题 2 
1. 设 
2 41 1 -1 0 0 2 0 
eal le gab wl -al 
032 3 50 0 —1 1 
求 4 十 B,B 一 C,24 一 3C， 
2. 设 


且 和 矩阵 六 满足 方程 34 一 2 二 B, 求 叉 . 


at2b 2a—b] [4 —2 
3. i = , 求 a,bc 和 d. 
设 14 | |, | 下 0 和 
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4. 设 A 为 mXn 和 矩阵 , 且 他 ==0, 证 明 : k= 二 0 或 4==0. 
5. 计算 下 列 和 矩阵 的 乘积 


© sj | 人 | rs 2 -1 0] 
20 3 2 
5 1 
3 
1 al al blz 
《Su 3 | 中 (4) [z y 中 > zs s| | 
ed bl b, cjll 


6. 设 4=| 了 | 来 媒 ,A1,A"(n 是 正 整数 ) 
7. 求 所 有 与 矩阵 4 可 交换 的 矩阵 : 


二 
(1) 4=| | (2) A= 
01 


8. 设 和 矩阵 4 与 P 都 是 n 阶 和 矩 阵 , 且 4 为 对 称 和 矩阵 ,证 明 PTAP 也 是 对 称 和 矩阵 
9. 设 矩 阵 4 与 也 都 是 ” 阶 和 矩阵 ,证 明 : 4B 也 是 对 称 矩 阵 的 充分 必要 条 件 是 4 了 B 一 BA4. 
10. 找 出 一 个 满足 4: 王 工 且 4 天 工 的 二 阶 和 矩阵 4， 


11. 如 果 4= 雪 (B+D ,证 明 4? 一 A 的 充分 必要 条 件 是 B? 一 I. 


12. 设 和 4 是 反对 称 矩 阵 ,B 是 对 称 矩 阵 , 证 明 : 

(1) 4? 是 对 称 和 矩阵 ; 

(2) AB 一 BA 是 对 称 矩 阵 ; 

(3) 4B 是 反对 称 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 4B 一 B4. 

13. 设 4 是 实 对 称 矩 阵 , 且 4: 王 0O, 证 明 : A 二 0. 

14. 设 A4 为 mXn 实 矩阵 ,证 明 : 若 447 王 0O, 则 4=0O. 


15. 设 4=[， | 来: 


2 3 
(1) A’—2A; (2) 343: 一 242: 十 54 一 4 工 
2 -| 
6 一 1 oe 
3 1 2 
17. 求 下 列 和 矩阵 的 逆 矩 阵 : 
0) |， | (2) jw | 
3 一 2】 sing cosg | 
1 0 0 0 
1-2. =8 
1 2 0 0 
(3) E 1 | (4) ; 
2130 
0 0 1 
121 4 
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1 2' 守 3 213 
(5) | 一 1 |; (6) | 1 :| 
et! 103 


18. 解 下 列 和 矩阵 方程 : 


5 0 0 
10 和 一 
0 3 4|= ; 
=5 = 7 


0 2 3 


a a 
(2) | b pele 全 不 为 零 ; 
c C 


(3) XP 二 PB, 其 中 
-1 0 0 10 0 
1 —1 | -| 0 | 
1 1 一 ! 0 0 =—1 
并 计算 X5. 


19. 已 知 矩阵 4 的 逆 矩 阵 


(1)X 


P= 


求 4" 与 (4*)-1,(A*)*. 
20. 已 知 矩 阵 


» 


OV ow 


4 
3 
2 
1 


OO oP~ ~ 


求 4 中 所 有 元 素 的 代数 余子 式 之 和 |. 
21. 设 A 为 n 阶 可 道 矩 阵 ,|4| 二 2, 且 一 A 是 一 4" 十 kA 的 道 和 矩阵 , 求 &. 
22. (1) 已 知 矩 阵 4 与 矩阵 冬 满足 4X 二 B 十 2X, 且 


且 和 矩 阵 外 满足 AXA 十 BXB 二 AXB 十 BXA 十 I, 其 中 I 是 三 阶 单位 矩阵 , 求 XX. 
23. 设 A,B,C 都 是 非 奇 异 和 矩阵 ,证 明 : 
(4BC)- 一 C-1B-14-1. 
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24. 设 A,B 都 是 ” 阶 和 矩阵 ,下 列 命题 是 否 成 立 ? 

(1) 若 4, 了 都 可 逆 , 则 4 十 也 也 可 逆 ; 

(2) 若 A,B 都 可 逆 , 则 AB 也 可 道 ; 

(3) 若 4B 都 可 逆 , 则 4,B 都 可 道 . 

25. 设 n 阶 矩阵 A 满足 4? 一 A 十 I 二 0, 证 明 : 4 为 非 奇异 矩阵 . 

26. 设 和 矩阵 BB 可 道 ,A 与 B 为 同 阶 矩 阵 , 且 满足 A? 十 AB 十 B* 二 0, 证 明 : A 和 A 十 B 都 
可 逆 . 

27. 设 A,B 为 n 阶 可 逆 矩 阵 , 且 TIB4-: 可 逆 , 证 明 : I 十 4-!1B 可逆, 并 给 出 其 逆 矩 阵 
的 表示 式 . 

28. 设 4 为 三 阶 非 零 实 矩阵 , 且 4* 二 一 A7 ,证 明 : |4|= 一 1. 

29. 车 4,B 都 是 n 阶 和 矩阵 ,了 B,A 一 工 可 逆 , 且 (4 一 站 一 一 (B 一 DT 证明: 和 矩阵 4 也 
可 逆 . 

30. 用 分 块 矩阵 计算 下 列 乘积 : 


3 2 —1 0 2 1 
2 0 1 1 0 2 
(1) 日 
2 9 中 天 芋 从 
1 0 4 0 0 3 
一 € 0 10 0 0 
3 一 1 0 0|| 一 1 0 0 0 
(2) 
0 1 0 0 和 生生 
0 0 2 =1 0 2 1 4 


31. (1) 设 矩阵 4,C 都 可 过 , 求 | a 
(2) 设 和 矩阵 Al ,A; ,A, 都 可 逆 , 求 


4 ]-1 
A, 
A, 
32. 利用 矩阵 分 块 , 求 下 列 矩 阵 的 逆 和 矩阵 ， 
和 0 0 0 0 人 
2 一 0 0 0 (J 
(1)|I0 0 101|; QI lo 0 05 
0 ,et i | 0 1 110 0 
0 0 3 二 0 0 10 0 
0 aa 0 » 0 0 
0 0 a 0 0 0 
0 0 0 '%. 0 0 
(3)|. ，. .， :|, 其 中 mvaz，…a 为 非 零 常数 . 
0 0 0 … 0 an 


a 0 0 m0 0 
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33. 求 下列 各 矩阵 的 秩 : 


2 一 1 3 
3 
(W|I1 2 -3 2 | 10 
4 一 1 1 3| 
4 4 —2 3 
1 3 —13 一 6 
1 2 10 3 1 3 —1 一 2 
2 -1 01 -1 2 -1 2 3 
3 ; 4 ; 
(3 | 1 -11 2| | 1 
0 -5 2 1 一 ?7 1 -4 3 5 
ab ap … aib, 
bl ab, b, 
Co | 0 | 


anb1 an *** ab, 


线性 方程 组 


求解 线性 方程 组 的 问题 被 认为 是 数学 中 最 重要 的 问题 之 一 . 在 第 1 章 里 我 们 已 经 讨论 
过 由 个 未 知 数 个 方程 构成 的 线性 方程 组 . 本 章 我 们 将 利用 矩阵 的 秩 进 一 步 讨 论 方程 的 
个 数 与 未 知 量 的 个 数 不 相 等 的 线性 方程 组 的 解 的 判定 和 解 的 结构 等 问题 ,还 要 讨论 与 线性 


方程 组 密切 相关 的 向 量 和 向 量 组 的 概念 ,以 及 线性 相关 性 等 . 


3.1 线性 方程 组 的 消 元 解法 


3.1.1 高 斯 消 元 法 
考虑 一 般 的 线性 方程 组 


ai1Z1 十 alzZz 十 … 十 an 一 D， 


azlZ1 十 azzZ2 十 … 十 az 一 Da， 


anlZ1 十 an2Z2 十 十 amnZn 一 bn， 


全 .了 


其 中 zi ,zs ，… ,zs 表示 n 个 未 知 量 ,m 是 方程 的 个 数 ,ai (i 二 1,2,… ,m3;j 二 1,2,…,n) 称 为 


此 线性 方程 组 的 系数 ,5;(j 二 1,2,… ,n) 称 为 常数 项 . 


al a “* lal al az … an bl 
Q21 a22 Q2 Q2z1 a22 azm bz 
A= 和” “六 三 。 
Col dm dmn dm dm … damn bn 
bi 1 
b; 了 2 
b=| .|，x= 
A 2 


其 中 A 称 为 线性 方程 组 (3. 1) 的 系数 矩阵 ,4 称 为 此 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 ,x 称 为 未 知 量 


矩阵 ,0 称 为 常数 项 矩阵 . 从 而 ,线性 方程 组 (3. 1) 的 矩阵 形式 可 表示 为 
Ax=b. 


在 中 学 代数 中 ,已 经 学 过 用 消 元 法 解 简单 的 线性 方程 组 ,这 一 方法 也 适用 于 求解 一 般 的 


线性 方程 组 (3. 1) ,并 可 用 其 增 广 矩阵 的 初等 变换 表示 其 求解 过 程 . 
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例 1 解 线性 方程 组 


2zi 二 zi 十 x3 三 6， 
es O@ 
3zil 一 Zz 一 Ts 一 4. 
解 第 一 步 ,在 线性 方程 组 @ 中 ,交换 第 一 个 方程 和 第 二 个 方程 的 位 置 ,得 
w= 
加 十 zz 十 zs 一 6， @ 
3zl 一 Taz 一 Zas 一 4. 
第 二 步 , 将 线性 方程 组 @ 中 第 二 个 方程 与 第 三 个 方程 分 别 加 上 第 一 个 方程 的 一 2 倍 和 
=3 倍 ,得 


3z: 十 5z: 一 12， Q@ 
2z: 十 5z: 一 13. 


第 三 步 ,将 线性 方程 组 @ 中 第 二 个 方程 乘 以 了 ,得 


2Z1 一 Z2 一 27zs 一 一 3， 


| er 


也 十 号 mm 一 人 @ 


2z: 十 5zs: 一 13. 
第 四 步 ,保留 线性 方程 组 @ 中 的 第 一 个 和 第 二 个 方程 ,消去 第 三 个 方程 中 的 zx;. 为 此 ， 
将 第 三 个 方程 加 上 第 二 个 方程 的 一 2 倍 ,得 
2 3 
ZX 5 =4 
2 3 3 » © 
Bz =5. 
线性 方程 组 @ 是 一 个 阶梯 形 线性 方程 组 ,从 线性 方程 组 @ 的 第 三 个 方程 可 以 得 到 zs 的 值 ， 
然后 再 逐次 代入 前 两 个 方程 , 求 出 zz ,zi, 则 得 到 线性 方程 组 四 的 解 . 现 将 其 方法 叙述 如 下 : 


第 五 步 ,将 线性 方程 组 @ 的 第 三 个 方程 乘 以 = ,得 
Zl 一 Zz 一 27z3 一 一 3， 
Zs 十 本 mn 一 4， © 


Zs 一 3. 


第 六 步 ,将 线性 方程 组 @ 中 第 一 个 方程 及 第 二 个 方程 分 别 加 上 第 三 个 方程 的 2 信 及 
一 守信 ,得 
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第 七 步 , 将 线性 方程 组 @ 中 第 一 个 方程 加 上 第 二 个 方程 ,得 
Xl 一 2， 
| Zz 一 一 ]， @ 
2 一 3. 

显然 ,线性 方程 组 @ 至 线性 方程 组 @ 都 是 同 解 线性 方程 组 ,因而 @ 式 是 线性 方程 组 @ 
的 解 . 

这 个 解法 就 是 高 斯 消 元 法 ,由 原 线性 方程 组 化 为 阶梯 形 线性 方程 组 的 过 程 , 称 为 消 元 过 
程 . 由 阶梯 形 线性 方程 组 逐步 求 得 各 未 知 量 的 过 程 , 称 为 回 代 过 程 . 线性 方程 组 至 线性 方 
程 组 @ 是 消 元 过 程 ,线性 方程 组 OD 至 线性 方程 组 @ 是 回 代 过 程 . 

上 面 的 求解 过 程 ,可 以 用 线性 方程 组 @ 的 增 广 和 矩阵 的 初等 行 变换 表示 : 

2 1 1: 6] fl -1 —2:—3 
| 一 1 2 Et :| 
3 —1 —1: 4 


1 
3 一 1 —1: 4 


1 -1 0;: 3] [1 0 0: 2 
0 1 -| 1 -| 
0 01 3jlool 3 

由 最 后 一 个 矩阵 得 到 此 线性 方程 组 的 解 

ZI 一 2， Zz? 一 一 1， Zs 一 3. 

由 本 节 中 的 例 1 可 以 看 出 ,用 消 元 法 解 线性 方程 组 的 过 程 , 实 质 上 就 是 对 该 线性 方程 组 
的 增 广 矩 阵 施 以 相应 的 初等 行 变换 的 过 程 . 解 线性 方程 组 时 ,为 了 书写 简明 ,只 要 写 出 线性 
方程 组 的 增 广 矩 阵 的 变换 过 程 即 可 . 

用 消 元 法 解 线性 方程 组 的 一 般 步 又 如 下 : 

首先 写 出 线性 方程 组 (3. 1) 的 增 广 和 矩阵 4 

第 一 步 , 设 aa 夫 0, 否 则 ,将 增 广 矩 阵 4 的 第 一 行 与 另 一 行 互 换 ,使 第 一 行 第 一 列 的 元 素 
不 为 零 . 


第 二 步 ,第 一 行 乘 一 各 | 再 加 到 第 i 行 上 (i 二 2,3,…,m) ,使 A 成 为 


al az … an bi 


(eb) (D (eb) 
0 azz “7 a bs 


0 aB … ad bY 
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对 这 个 矩阵 的 第 二 行 到 第 m 行 ,第 二 列 到 第 n 列 再 按 以 上 步骤 进行 ,如 果 有 必要 ,可 重 
新 安排 方程 中 未 知 量 的 次 序 ( 这 样 也 不 会 影响 方程 组 的 解 ), 最 后 可 以 得 到 如 下 形状 的 阶梯 
形 和 矩阵 


[aa at … ar ah … al di 
0 az a ah ar da 
0 0 全 翅 0 

和 “ 5 (3.2) 

0 0 0 0 0 di 
0 0 0 0 0 

| 0 0 »» 0 0 “0 0 

其 中 ai 关 0(i=1,2,*…,7). 
其 相应 的 阶梯 形 线性 方程 组 为 


/ 1 a 7 , Ee 
alzl 十 alzzz 十 … 十 azr 十 alrHiZrH 十 … 十 az 一 di 


7 a 1 ER 
Qaz2Tz 二 "十 azrTr 二 Qa2rtizrti 十 "十 aznzr 二 dz， 


ayzr 十 ay+1IZrH 十 … 十 azn 一 dr， 
0 一 dh， 
0 一 0， 


(3. 3) 


0 一 0， 
其 中 af 天 0(i 一 1,2，…7). 
易 知 线性 方程 组 (3. 3) 与 线性 方程 组 (3. 1) 是 同 解 的 线性 方程 组 . 


由 线性 方程 组 (3. 3) 可 见 , 化 为 “0==0” 形 式 的 方程 式 为 多 余 的 方程 ,去 掉 它们 不 影响 线 
性 方程 组 的 解 . 

我 们 只 需 讨 论 阶 梯形 线性 方程 组 (3. 3) 的 解 的 各 种 情形 , 便 可 知道 原 线性 方程 组 (3. 1) 
的 解 的 情形 . 

(1) 如 果 d,+1 关 0, 则 线性 方程 组 (3. 3) 无 解 ,从 而 线性 方程 组 (3. 1) 无 解 . 

(2) 如 果 4d,+1 二 0, 又 分 以 下 两 种 情形 : 

@ 当 r=n 时 ,线性 方程 组 (3. 3) 可 写成 


aliz1 二 alzzz 十 … 十 ainzn 二 di， 
azz 十 … 十 asZa 一 de ， 
(3.4) 
aoZn 一 du 


因 as 天 0(Gi 一 1,2,，…,r) ,所 以 它 有 唯一 解 . 从 方程 组 (3. 4) 中 最 后 一 个 方程 解 出 zx, ,再 代入 
第 ”一 1 个 方程 , 求 出 z,-1. 如 此 继续 下 去 , 则 可 求 出 其 他 未 知 量 , 得 出 它 的 唯一 解 . 从 而 得 出 
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线性 方程 组 (3. 1) 的 唯一 解 . 
Q@ 当 r<n 时 ,线性 方程 组 (3. 3) 可 写成 


, , a a 
Qanz1tayzst Tar —=di— artizrt alnZny 
/ i ek i 
aa2222 十 十 azrZr 一 da 一 Q2rHZrHl Q2nTny (3.5) 
[4 A we i i 7 
Cr27 王 下 一 4rHiZHHT 一 一 Ca 


这 表明 zt1 ,z+s，… ,za 可 作为 自由 未 知 量 . 将 自由 未 知 量 任意 给 定 的 一 组 值 , 代 和 人 线性 方 
程 组 (3. 5) 中 就 可 以 唯一 确定 zi ,zs,…，,zr 相应 的 值 ,把 两 组 数 合并 起 来 就 得 到 线性 方程 组 
(3.5) 的 一 组 解 . 由 此 可 见 , 当 rn 时 ,线性 方程 组 (3.1) 有 无 穷 多 解 . 

综合 以 上 分 析 , 我 们 可 以 得 出 线性 方程 组 解 的 判定 定理 . 

定理 3.1 线性 方程 组 (3. 1) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 系数 矩阵 的 秩 等 于 其 增 广 矩 阵 的 
秩 , 即 r(4)=r(4) ,并 且 : 

(1) 当 r(C4)=r(4) 一 时 , 则 线性 方程 组 (3.1) 有 唯一 解 ; 

(2) 当 r(4) = 二 r(4)<n 时 , 则 线性 方程 组 (3. 1) 有 无 穷 多 解 . 

根据 上 述 充分 必要 条 件 , 当 r(4) 天 r(4) 时 ,线性 方程 组 (3. 1) 无 解 . 

例 2 解 线性 方程 组 


一 2z: 十 3z: 十 zs 一 2， 

Zl 十 6z? 一 4zs 一 3.。 

解 ”对 线性 方程 组 的 增 广 和 矩阵 4 施 以 初等 行 变 换 , 化 为 阶梯 形 和 矩阵 
3 b= 

EE 3 站 5 一 5; 0 


1 6 =4; 34 10 5 一 1 和 


| Zi 十 z2 一 3zs 一 一 1， 


1 1 —3:—1] [rl 1 -3; 一 1 
0 5 一 ] 4 00 4: 4 
让 1 Ti O82 

-| 1 一 1 中 :| 
00 1 1 loo 1i1 
1001 
0011 

因为 r(4)=r(4) 王 3, 所 以 线性 方程 组 有 唯一 解 


2Zl 一 1， 
= 
ll 


| Zi 十 zz 十 2z: 一 4， 


例 3 解 线 性 方程 组 


= 一 Zz: 一 一 3， 


2Zl 十 2zs 十 3zs 一 5. 
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解 ” 对 线性 方程 组 的 增 广 和 矩阵 A4 施 以 初等 行 变 换 : 


11 2; 4 fl 
|- 0 -| 
tL 3 

1 1 2i:4] rl1 0 1: 
-| Le :| 1 
000:0j lo 00 


因为 r(4)==r(4) 二 2<3, 所 以 此 线性 方程 组 有 无 穷 多 解 : 
旨 一 3 一 Z3， 


口上 上 上 -十 
一 


Zs=1—Zs. 
取 zs 二 c1( 其 中 ci 为 任意 常数 ), 则 此 线性 方程 组 的 全 部 解 为 
Zi 一 3 一 cl， 


Z2 一 1 一 cl， 


3 一 Cl。 


例 4 解 线性 方程 组 


2Zl1 一 Zs =], 


| zl 十 3zzs 十 4zs 一 5， 


一 聊 十 2z 十 研一 2. 
解 ”对 线性 方程 组 的 增 广 和 矩阵 4 进行 初等 变换 ， 


1 3 4;: 5 
0 一 4 —4:—4 


因为 r(4) 天 r(4) ,所 以 线性 方程 组 无 解 . 
例 5 设 线性 方程 组 
Zl 十 zz 十 2zs 十 3zt 一 0， 
2zl 十 zz 十 6zs 十 4zt 王 一 2， 
3zi 十 2zs 十 &zs 十 7zk 一 如 
Xi— Zs 二 6s— z=—4. 
问 ,t 取 何 值 ,线性 方程 组 有 解 ? 无 解 ? 
解 ” 对 线性 方程 组 的 增 广 和 矩阵 A 进行 初等 变换 : 


1 2 人 : jj TY “4 各 Bis 0 
-|2 16 4:-2| 0o -1 2 2:—2 
人 

1 =-16 =1= 志 10 -2 4 4 :一 4 

1 汗 梁 窜 属 

0 -1 2 -2:—2 

To 0 8 0 ;十 ?| 

0 0 0 oo0 
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(1) 当 关 8 时 ,由 于 r(4) 二 r(4) 二 3, 所 以 线性 方程 组 有 解 . 


(2) 当 k=8 时 ， 
二 
210 =1 2 =2: =—2 
4 on oizt2l 


0 00 00: 0 
当 研 一 2 时 ,由 于 r(4) 一 2,r(4) 一 3,r(4) 天 r(4A) ,所 以 线性 方程 组 无 解 . 


当 t= 一 2 时 ， 
i 0 
_ |o -1 2 —2:—2 
To oo 0o ol 
0 00 0: 0 
由 于 r(4)==r(4)==2, 所 以 线性 方程 组 有 解 . 
综 上 所 述 : 


当 k 关 8 或 ==8 且 t= 一 2 时 ,线性 方程 有 解 ; 
当 &=8 且 二 一 2 时 ,线性 方程 组 无 解 . 


3.1.2 齐 次 线性 方程 组 解 的 判定 
齐 次 线性 方程 组 的 一 般 形 式 为 


ailZl 十 aizzz 十 … 十 anz 一 0， 


a2lZ1 十 azzZ2 十 … 十 anzn 一 0， 
(3.6) 


amlZ1 十 an2Z2 十 … 十 ammZn 一 0， 
其 矩阵 形式 为 
4x 一 0. 


al dl “” Qn 
其 中 4 一 | “9 | 为 系数 征 阵 ,0 二 | 。| 为 常数 项 零 矩阵. 


Ca 0 ** Gun 0 

由 于 齐 次 线性 方程 组 (3. 6) 的 增 广 和 矩阵 4 的 最 后 一 列 全 为 零 , 所 以 ,任何 一 个 齐 次 线性 
方程 组 均 满足 1(4) 二 (4) ,因此 , 齐 次 线性 方程 组 (3. 6) 恒 有 解 ,因为 它 至 少 有 一 个 零 解 , 即 
a ei 

将 定理 3. 1 应 用 到 齐 次 线性 方程 组 ,于 是 有 下 面 的 定理 . 

定理 3. 2 齐 次 线性 方程 组 (3. 6) 解 的 情况 如 下 : 

(1) 当 r(C4) 一 ”时 ,线性 方程 组 只 有 零 解 ; 

(2) 当 r(4)<n 时 ,线性 方程 组 有 非 零 解 . 

推论 ”如 果 方 程 的 个 数 少 于 未 知 量 的 个 数 , 即 mn, 则 齐 次 线性 方程 组 (3. 6) 有 非 


零 解 . 
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例 6 解 齐 次 线性 方程 组 


Zi 二 zs Zs 二 3z4=0, 
3z1 十 zs 一 Zz 一 z=0, 
271—7z—273— =0. 


解 ”对齐 次 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 4 进行 初等 变换 : 


本 
4=| 3 1 -1 -li0l>|3 : 


| 2 -1 -2 —1i:0| 1 


FE 
>lo 1 -1 :+ 
lo 0 =3 310 
ro0 0 -10 
~>|o 10 | 
loo01 -lo 


因 r(4) 一 3<<4, 所 以 此 线性 方程 组 有 非 零 解 . 原 线性 方程 组 的 同 解 线性 方程 组 为 : 
Il 一 Z4 一 0， 
Zs 十 zi 一 0， 
Zs 一 24 一 0. 


设 zx 一 ca(ci 为 任意 常数 ) ,于 是 得 到 齐 次 线性 方程 组 的 一 般 解 为 


习题 3-1 


1. 用 消 元 法 解 下 列 线性 方程 组 : 
2zl 一 Zs 3zs 一 3， 

zl 一 2z 十 zs 十 zi 一 1， 
3zl 十 zz 一 5zs 一 0， 


(1) (2) 一 2zs 十 zs 一 一 一 1， 
4zi 一 Xs 十 zs 一 3， 和 有 


Zi 一 2zs 十 Zs 一 5zi 一 55 
Zi 十 3zzs 一 13zs 一 一 6; 


et Hy i i 2 eh ZT1+ Ze 一 3z 一 Zzs=0, 
1 而 一 Xs 二 2 CO— x 0， 

(3) 一 2 一 2zs 十 2z 二 一 二 (4) 
WE 3 i 2° 4z1 一 2zs 二 6zs 二 3x4 一 4zs 一 0， 


Tz Zt z=0; 2z1 二 4z; 一 2zs 十 4z4 一 7zs 一 0. 
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2. 确定 a,b 的 值 使 下 列 线性 方程 组 有 解 ,并 求 其 解 : 


Ti 十 272 一 2z 十 2z 一 2， 
QZ1 br; 2zs 一 1， 
Bw Bi els 
C1) (2) (一 1)zs 十 Zs 一 0， 
Zi 十 zi 一 zs 十 3z 一 a， 
QZl1 bz; 十 (1 一 0)zs 一 3 一 20. 


Zi 一 Zz 二 Zs 二 5x =b; 


3.2 7 维 向 量 空间 


3.2.1 nn 维 向 量 的 定义 


在 几何 空间 中 ,给 定 一 个 坐标 系 ,可 使 几何 向 量 与 有 序 实数 组 (x,y,z) 建 立 起 一 一 对 应 
的 关系 ,从 而 可 将 几何 向 量 记 为 (x,y,z). 在 许多 实际 问题 中 仅 用 三 个 数 来 刻画 是 不 够 的 ， 
例如 ,为 了 刻画 宇宙 中 某 星球 的 大 小 和 位 置 ,就 需要 知道 四 个 数 , 即 星球 的 半径 > 与 星球 中 
心 的 坐标 x,y,z. 若 要 描述 该 星球 在 某 一 时 刻 i 的 状态 , 则 需要 用 到 五 个 数组 成 的 有 序数 组 
(r,X，y ,zst). 因此 有 必要 将 几何 向 量 推广 到 维 向 量 . 

定义 3.1 nn 个 数 a,a,,…,a, 组 成 的 有 序数 组 (al ,a;,… ,a,) 称 为 n 维 向 量 . 数 a; 称 
为 向 量 的 第 i 个 分 量 . ” 称 为 向 量 的 维 数 . 分 量 是 实数 的 向 量 称 为 实 向 量 ;分 量 是 复数 的 向 
量 称 为 复 向 量 . 

如 不 特别 声明 ,本 章 主要 讨论 实 向 量 . 

常用 希腊 字母 如 a,B,Y,… 表 示 n 维 向 量 . 如 


Q2 
o 一 [aa ao] 或 a=|， 


an 


都 表示 n 维 向 量 . 前 者 称 为 行 向 量 ,后 者 称 为 列 向 量 . 两 者 没有 本 质 区 别 , 仅 是 写法 上 的 不 
同 . 可 以 将 行 向 量 看 成 一 个 行 矩阵 , 列 向 量 看 成 一 个 列 矩阵 . 利用 和 矩阵 的 转 置 ,有 
aa wr | 
[ai ,az ,an 本 一 和 ， 本 一 [al ,as ，…an]. 


an an 
设 wx 一 [al ,az，…a], 有 [5 ,5 ，…,b,j] 都 是 维 向 量 , 当 且 仅 当 它 们 的 各 个 对 应 的 分 
量 都 相等 , 即 a; 二 6b;(i 二 1,2,…,n) 时 , 称 向 量 @ 与 向 量 p 相等 , 记 作 a==p. 显然 两 个 不 同 维 
数 的 向 量 一 定 不 相等 . 
分 量 全 为 零 的 向 量 称 为 零 向 量 , 记 作 o, 即 
o=[0,0,.…,0]. 
车 ==[ai ;as ，…,awj, 则 称 [一 Qi ,一 as，…, 一 a,] 为 @ 的 负 向 量 , 记 为 一 @. 


3.2.2 向 量 的 运算 
定义 3.2 设 g=[ai,as，…,a,],B 一 [51,b,，… ,b,j] 都 是 维 向 量 , 称 向 量 
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[ai1tbi ,az 十 an 十 po] 
为 向 量 @ 与 的 和 , 记 作 a 十 p, 即 


@+B=[Laitb astb, an 十 六 ]. 
定义 3.3 设 a=[ai,as，…,a,] 为 n 维 向 量 ,k 为 实数 , 则 称 向 量 
[kai ,kas ,** ,kan ] 


为 数 & 与 向 量 @ 的 数量 乘积 ,简称 数 乘 , 记 作 ka , 即 
ka=[kai ,kas,** ,ka, ]. 
有 了 加 法 ,也 可 以 定义 向 量 的 减法 . 向 量 a 与 的 差 w 一 及 定义 为 w 十 (一 态 , 即 
a—PB=at+(—P)=[Lai—bi,as mb ,an —b, ]. 
向 量 的 加 、 减 和 数 乘 运算 统称 为 向 量 的 线性 运算 . 
定义 3.4 所 及 维 实 向 量 的 集合 记 为 R" ,我 们 称 R" 为 实 n 维 向 量 空间 , 它 是 指 在 R" 中 
定义 了 加 法 及 数 乘 这 两 种 运算 . 这 两 种 运算 满足 以 下 8 条 规律 : 
(1) 加 法 交换 律 : 即 gc 十 一 5 二 os; 
(2) 加 法 结合 律 : 即 (十 及 十 y 一 gc 十 (8 十 Y); 
(3) 对 任 一 向 量 w, 有 x 十 o 一 as; 
(4) 对 任 一 向 量 a, 有 a 十 (一 ga) 一 o; 
(5) k(a+Pp)=ka tkp; 
(6) (gk+Da=katla; 
(7) (kD)a=k(la); 
(8) 1 二 @, 即 数 1 是 数 乘 向 量 运算 的 单位 元 . 
其 中 ,a,p,7Y 都 是 n 维 向 量 ,o 为 n 维 零 向 量 ,k,l 为 实数 . 
例 1 设 g=[1,0,4,7]',p=[3,2, 一 1,6]', 求 一 a 及 3a 一 2p. 
解 一 ga=[ 一 1,0, 一 4, 一 7]Y. 
30—2p 一 3[1,0,4,7 了 一 2[3,2, 一 1,6] 
一 [3,0,12,21 林 一 [6,4, 一 2,12]7 
一 [一 3, 一 4,14,9]. 


习题 3-2 


1. 已 知 向 量 
@=[1,2,3], :一 [3,2,1]， ws 一 [一 2,0,2]， mw 一 [1,2,4]. 

求 : (1) 3w: 十 2a: 一 5as 十 4x4; (2) 5ai 十 2a2 一 os 一 04. 

2. 已 知 向 量 

@=[3,5,7,9], B=[—1,5,2,0]. 
(1) 如 果 a 十 8=B, 求 6; (2) 如 果 3@ 一 29 二 5B, 求 1. 
3. 已 知 向 量 
@=[2,5,1,3], @=[10,1,5,10], w 王 [4,1, 一 1,1]， 

如 果 3(a: 一 及 十 2(az 十 太一 5(as 十 及 , 求 及 
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3.3 向 量 间 的 线性 关系 


3.3.1 向 量 组 的 线性 组 合 


对 于 两 个 维 向 量 @,p, 若 存在 一 常数 ,使 得 
B=ka, 
则 称 向 量 x 与 有 成 比例 . 例如 ,如 果 


一 2 一 1 
加 | | | | | 
4 2 
则 1 一 Fa. 将 这 个 概念 推广 到 有 限 多 个 n 维 向 量 , 我 们 引入 线性 组 合 ( 或 线性 表示 ) 的 概念 . 


定义 3.5 对 于 nn 维 向 量 组 p,m ,Qa,，,… ,0 ,如 果 存在 一 组 数 ,ks,,… ,kk ,使 
B=kiai tk 二 kn 0 
则 称 向 量 有 是 向 量 wi ,0 ,… ,Qa 的 一 个 线性 组 合 ,或 称 向 量 记 可 由 向 量 wi ,Gs,…,@ 线性 
表示 . 称 局 ,如 ，…, 为 组 合 系数 或 表示 系数 . 
例如 , 设 


B=[4,1,—1], @=[1,2,—1], @=[2,—3,1], 
不 难 验 证 
B=2a +a;， 
即 B 是 @i ,es 的 线性 组 合 ,或 者 说 可 以 由 向 量 wi ,as 线性 表示 . 又 如 ,对 于 任何 一 个 维 
向 量 wx 一 [La ,as，… ,a,]" 都 是 维 向 量 


的 一 个 线性 组 合 ,因为 

Q=ai81 Tazgz 二 二 aren. 
称 sl ,82，…,E, 为 R" 的 n 维基 本 向 量 . 如 果 将 @ 与 sl ,gs ,…,8, 都 写成 行 向 量 , 则 也 有 同样 的 
结果 . 向 量 间 的 这 种 线性 关系 不 因 其 是 行 向 量 还 是 列 向 量 而 有 所 改变 . 


3.3.2 线性 方程 组 的 向 量 表示 
线性 方程 组 (3. 1) 写 成 常数 列 向 量 与 系数 列 向 量 如 下 的 线性 关系 


Zl1Gl 十 Zz0z 十 … 十 ZaCn 一 让 ， 


称 其 为 线性 方程 组 (3. 1) 的 向 量 形式 ,其 中 


Qn Q12 Qln b 


aml am2 Qin bm 
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都 是 m 维 列 向 量 . 于 是 ,线性 方程 组 (3. 1) 是 否 有 解 ,就 相当 于 是 否 存在 一 组 数 : zi 二 i， 
Zz 二 ks ，… ,Tn 二 ,使 线性 关系 式 

2Z101 十 Zz0z 十 … 十 Zn 一 
成 立 . 即 常数 列 向 量 记 是 否 可 以 由 上 述 系数 列 向 量 组 gl ,ws ,…,@, 线性 表示 . 如 果 可 以 , 则 
线性 方程 组 有 解 ; 否 则 ,线性 方程 组 无 解 . 


定理 3.3 设 向 量 
b QT 
b, Q2j 
1 一 | @=| .|， j=1,2,°,n 
.本 a 


为 m 维 列 向 量 , 则 可 由 向 量 @ ,Qs,…,@, 线性 表示 的 充分 必要 条 件 是 线性 方程 组 (3. 1) 
有 解 . 
证 如 果 可 由 向 量 @ ,ws ，…,o 线性 表示 , 则 存在 一 组 数 & ,k,,…,k, ,使 得 
ki@1tk0 tk,0, =P, 
则 ,ks，… ,ks 就 是 线性 方程 组 (3. 1) 的 一 组 解 .反之 ,如 果 线 性 方程 组 (3. 1) 有 一 组 解 
ZI 一 CI1， X22 "9 Xn—Cny 
则 有 
CQ 二 cGy 二 二 cs0, =P, 
即 向 量 及 可 由 向 量 ci ,ws ,… ,0, 线性 表示 . 
推论 向 量 B 可 由 向 量 @ ,Qs,…,@, 线性 表示 的 充分 必要 条 件 是 : 以 mm ,60s，… ,0 为 
列 向 量 的 矩阵 与 以 wa ,wz ，…，,oo,B 为 列 向 量 的 矩阵 有 相同 的 秩 . 
证 线性 方程 组 
Ti1Q1 二 X20 十 …* 十 zr0 二 PP 
有 人 解 的 充分 必要 条 件 是 : 系数 矩阵 与 增 广 和 矩阵 的 秩 相同 . 这 就 是 说 及 可 由 ci ,0 ，… ,a, 线 
性 表示 的 充分 必要 条 件 是 : 以 wm ,a;，,…,@, 为 列 向 量 的 矩阵 与 以 wi ,as ，…,@, ,为 列 向 量 
的 矩阵 有 相同 的 秩 . 
例 1 判断 向 量 房 王 [4,3, 一 1,11] 是 否 可 以 由 向 量 组 mw 一 [1,2, 一 1,5],ws 一 [2, 一 1， 
1,1] 线 性 表示 . 若 可 以 , 写 出 表达 式 . 
解 设 Ai 十 Rag2 一 及 , 令 和 矩阵 4 一 [of ,0 ] ,对 增 广 矩阵 A 施 以 初等 行 变换 : 
A=[af,al,P] 


1 2 4 1 2 4 1 2 4 1 0 2 
加 2 == 3 00. = -= 0 1 1 0 11 
辐 一 下 让， 一 | 0 3 3 | 0 0 0 是 0 0 0 
5 1 -1 0 一 9 一 和 0 0 0 0 0 10 


由 此 可 知 
r(A)=r(4)=2. 
因此 及 可 以 由 m ,ws 线性 表示 , 且 由 上 面 的 初等 变换 可 知已 一 2, 心 一 1, 故 得 太一 20 十 @. 
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例 2 设 向 量 组 


a ， 0s 


1 
0 
1 "P| ol 
0 b 
讨论 a,5 为 何 值 时 ,5 不 能 由 Q1,0 ,0s 线性 表示 ? a,6 为 何 值 时 ,pb 可 由 Q1,0,0 线性 表 
示 ? 并 写 出 所 有 的 表达 式 . 

解 令 增 广 矩 阵 4 一 [ai ,az ,as ,站 ,对 4 施 以 初等 行 变换 : 
2 1 3 4 2 0 1 一 
2 0, 1 := 0 1 2 5 
all 6 站 oo -2?-。 2+al 
2 0 1 b 0 0 0 0 十 1 
当 0 天 一 1 时 ,r(4) 天 r(4) ,线性 方程 组 Ax 二 无 解 , 故 不 能 由 Q1 ,0 ,0 线性 表示 ; 
当 1 一 一 1,a 天 一 2 时 ,r(4) 一 r(4) 一 3 线性 方程 组 Ax 一 5 有 唯一 解 : 


2 3 
2 二 
Q 1 
2 1 


A= 


Xi=0， Zz:==7， zs 一 一 1， 
故 可 由 wi,os ,ws 线性 表示 , 且 表示 系数 唯一 ,表示 式 为 ， 
有 一 7o: 一 oa. 
当 6b= 一 1,4 二 一 2 时 ,r(4)=r(4) 一 2 一 3 线性 方程 组 4Ax= 记 有 无 穷 多 解 ,其 解 为 
六 一 一 于 一 过， 
Zz 一 5 一 2c， 
TsC5 


其 中 为 任意 常数 . 故 甩 可 由 ol ,os ,as 线性 表示 , 且 其 表示 式 有 无 穷 多 ,其 表示 式 为 ， 
1= 一 [二 + 二 ju+G-2o0mTem. 


3.3.3 线性 相关 和 线性 无 关 


定义 3.6 设 wm ,ws ，…，,oo 为 n 维 向 量 组 ,如 果 存 在 一 组 不 全 为 零 的 数 所 ,有 ，…n， 

使 得 
kim kG tk, Gn =0, (3.7) 

则 称 向 量 组 wm ,ws ,… ,线性 相关 ;如 果 当 且 仅 当 二 ks 二 … 二 二 0 时 ,(3.7) 式 才 成 立 ， 
则 称 向 量 组 w ,ws ,… ,@, 线性 无 关 . 

若 向 量 组 仅 含 有 一 个 向 量 x, 由 定义 3.6 知 , 当 wx 为 零 向 量 时 是 线性 相关 的 ; 当 w 为 非 
零 向 量 时 是 线性 无 关 的 . 

车 向 量 组 仅 含有 两 个 向 量 ,@a,p, 由 定义 3.6 知 ,c 与 及 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 w 与 
B 对 应 分 量 成 比例 , 即 8 一 &w. 


例 3 判断 向 量 组 a 一 | |, 一 | ) | 是 否 线性 相关 . 


1 
于 


解 考查 名 a 十 ha 本 站 加 | 。| ,得 得 所 一 志 一, 所 以 向 量 组 m ,ms 线性 
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无 关 . 
例 4 证 明 : 包含 零 向 量 的 向 量 组 一 定 线性 相关 . 
证 设 向 量 组 为 0,@ ,Gs，… ,Qn. 由 于 
1。o 十 0。ol 十 0。oz: 十 … 十 0。0 一 0， 
即 色 二 1,ks 二 ks 二 … 二 km 二 0 不 全 为 零 ,从 而 向 量 组 0,@ ,ws ,… ,0 线性 相关 . 
判断 向 量 组 的 线性 相关 性 ,可 以 转化 为 齐 次 线性 方程 组 是 否 有 非 零 解 的 问题 . 设 维 向 
量 组 


令 
T1001 十 ZX202 十 … 十 XnQm 二 0. 
根据 向 量 的 对 应 分 量 相 等 ,上 式 可 以 写成 齐 次 线性 方程 组 
ai1Z1 十 alzZz 十 … 十 alnzm 一 0， 


a2lZ1 十 azzZz 十 … 十 aznZzm 一 0， 
(3. 8) 


amZl1 十 az 十 … 十 amZm 一 0.。 
由 此 我 们 可 以 得 出 如 下 的 结论 . 
定理 3.4 nn 维 向 量 组 @ ,0 ,…,@,, 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 齐 次 线性 方程 组 (3. 8) 
有 非 零 解 ,向 量 组 1, 0s,… ,0 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 齐 次 线性 方程 组 (3. 8) 只 有 
零 解 . 
定理 3.5 n 维 向 量 组 @,@,… ,0 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 : 以 @ ,i，… ,0 为 
列 向 量 的 矩阵 的 秩 小 于 向 量 的 个 数 m. 
证 齐 次 线性 方程 组 
T1001 十 X20 十 … 十 XnQm 二 0 
有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 : 系数 矩阵 的 秩 小 于 未 知 数 的 个 数 m, 由 此 定理 得 证 . 
此 定理 也 有 另 一 说 法 , 即 : 
nn 维 列 向 量 组 @ ,Qa ,… ,@,, 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 : 以 w ,@s,…,@, 为 列 向 量 的 
矩阵 的 秩 等 于 向 量 的 个 数 m. 
推论 1 设 n 个 n 维 向 量 组 
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线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 
au lal “” laln 
ld2l ld22 ld2n 一 0， 
Qn Qnr2 “” Qnm 
或 者 说 ,向 量 组 mw ,ws ,… ,a, 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 
QI lal “”” ladln 
Q21 0Q232 “” Qzn £0. 
Qm ln ”lnmn 


推论 2 当 向 量 组 中 所 含 向 量 的 个 数 大 于 向 量 的 维 数 时 ,此 向 量 组 线性 相关 . 

例 5 证 明 R" 中 的 基本 向 量 组 81 ,s,,… ,s, 线性 无 关 . 

证 因为 | 五 | 三 1 天 0 , 故 B1 ,82 .°° ,En 线性 无 关 . 

例 6 讨论 向 量 组 由 一 [2,1,1]7,ow 一 [1,2, 一 1]r,as 一 [一 2,3,0]7 的 线性 相关 性 . 


解 ”因为 
2 1 一 2 
1 2 3|=15#0, 
Li .0 


所 以 向 量 组 w ,as ,as 线性 无 关 . 


和 一 1 2 
例 7 设 m | 中 中 | ena ee 的 线性 相关 性 . 


1 2 5 
解 因为 
1 =1 2 
0 -1 3|=0, 
es 


所 以 向 量 组 w ,os ,as 线性 相关 . 
例 8 判断 向 量 组 w 王 [1,2, 一 1,5]7,o 一 [2, 一 1,1,1]7,os 王 [4,3, 一 1,11]7 是 否 线 
性 相关 . 
解 ” 对 和 矩阵 4 一 [ai ,aas ,as] 施 以 初等 变换 行 化 为 阶梯 形 和 矩阵 , 即 
1 2 4 1 2 4 1 2 4 
2 到】 3 人 一 0 1 1 
-1 1- sooo 
5 二、 拉 0 一 9 一 9 0 0 0 
由 此 可 知 r(4) 王 2<<3, 由 定理 3.5 得 ,向 量 组 @ ,az ,as 线性 相关 . 


4 一 


1 9 5 9 
例 9 讨论 向 量 组 w 中 9 | ,os 四 0 | 的 线性 相关 性 . 
Y 0 3 


解 ,Qa; ,0as,0 是 4 个 三 维 向 量 , 由 定理 3. 5 的 推论 2 可知 ,向 量 组 w ,wa ,cs ,0 线 
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性 相关 . 
例 10 证 明 : 如 果 向 量 组 a,p,Y 线性 无 关 , 则 向 量 组 a 十 Bp,pB 十 Y,Y 十 @ 线性 无 关 . 
证 设 存 在 一 组 数 请 , ,ks ,使 
ki(at+pB)+k (B+Y) Ek (+a) =o O 
成 立 , 整 理 得 


(kth)at hthk)B+ (kz ths)Y=o0. 
由 于 0,B,Y 线性 无 关 , 故 


有 十 ks =0, 
Br 一 0， (@) 
kz 二 ks =0. 
L011 
因为 |1 1 0|=2 取 0, 故 线性 方程 组 @ 仅 有 零 解 , 即 只 有 二 ks 二 ks 二 0 时 @ 式 才 成 立 , 因 
0 1 1 


而 向 量 组 w 十 ,8 十 y,Y 十 x 线性 无 关 . 

定理 3.6 若 向 量 组 w ,as ,…，,aw 中 有 一 部 分 向 量 ( 称 为 部 分 组 ) 线 性 相关 , 则 整个 向 
量 组 线性 相关 . 

证 不 失 一 般 性 , 设 w ,0;，…,a, 线性 相关 (s 二 m). 于 是 存在 不 全 为 零 的 数 ,ks ，…， 
有 ,使 得 

Aiol 十 las 十 … 十 &C, 一 0， 
从 而 有 不 全 为 零 的 数 & ,k,，,…,k,,0，…,0, 使 得 
ki@ik2@ 十 … 十 ks@s 十 0@s+1 十 … 十 0@m 二 0. 

因此 向 量 组 wm ,ws ,… ,@。 线性 相关 . 

此 定理 也 可 如 下 叙述 : 若 向 量 组 w ,wz ,…,aw 线性 无 关 , 则 其 任 一 部 分 组 的 向 量 都 线 
性 无 关 . 


3.3.4 关于 线性 组 合 与 线性 相关 的 定理 


定理 3.7 向 量 组 @ ,ws ,…,Co (mm 之 2) 线 性 相关 的 充分 必要 条 件 是 其 中 至 少 有 一 个 向 
量 是 其 余 向 量 的 线性 组 合 . 
证 (必要 性 ) 若 wm ,as，… ,Qn 线性 相关 , 则 存在 一 组 不 全 为 零 的 数 ,ks，… ,k。 ,使 得 
kiQ@ikzG 二 "二 knGn =0. 
不 失 一 般 性 , 设 色 隆 0, 于 是 


即 @ 是 w ,0s,… ,Qn 的 线性 组 合 . 
(充分 性 ) 如 果 mw ,@s,… ,a 中 至 少 有 一 个 向 量 是 其 余 向 量 的 线性 组 合 , 不 妨 设 wm 可 由 
02 035 ,On 线性 表示 , 即 存在 数 7， ss ln ,使 
oa 一 202 十 30s 十 … 十 Cn， 
因此 存在 一 组 不 全 为 零 的 数 一 1 sl sls se Ln 使 
〈 一 1)o 十 ?oz 十 1s0s 十 … 十 uC 一 0 
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成 立 , 即 w ,os ，…,aw 线性 相关 . 

定理 3. 7 建立 了 线性 相关 与 线性 组 合 这 两 个 概念 之 间 的 联系 . 显然 ,由 两 个 向 量 组 成 的 
向 量 组 wx, 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 存在 数 & ,使 gc 一 上 或 5 一 Acx, 也 就 是 它们 的 分 量 对 
应 成 比例 . 从 几何 上 看 ,两 个 二 维 或 三 维 向 量 构成 的 向 量 组 线性 相关 表示 它们 共 线 . 

例 11 设 有 向 量 组 

mi 一 [1, 一 1,1,0]， @=[1,0,1,0], w 王 [0,1,0,0]， 
因为 mw 一 we 十 os 一 o, 故 wa ,as ,os 线性 相关 . 由 w: 一 wz 十 os 一 o 可 得 
O 一 0 一 0 ， 0 一 0 十 Cs ， 0s 一 一 0l 十 02. 

定理 3.8 若 向 量 组 @ ,as ,…,@, 线性 无 关 , 而 向 量 ol ,as ，… ,0 ,1 线性 相关 , 则 向 量 
及 可 由 向 量 组 wi ,oz ,…,aw 线性 表示 , 且 表 示 法 唯一 . 

证 因为 on y02 On 有 线性 相关 ,所 以 存在 一 组 不 全 为 零 的 数 ki, ks,*** ,km 及 上 ， 
使 得 

局 ol 十 zz 十 … 十 nc 十 REB 一 o. 
下 面 用 反 证 法 证 明 & 冯 0. 
车 k= 二 0, 则 ,ks，,…,k。 不 全 为 零 , 且 有 
ki@i 十 las 十 … 十 Rn 一 0. 

这 与 w ,wz ,… ,Qn 线性 无 关 矛 盾 ,从 而 & 天 0. 于 是 


ki k2 a 
Li 
即 pB 可 由 向 量 组 @ ,ws ,… ,0 线性 表示 . 


下 面 也 用 反 证 法 证 明 表示 法 唯一 . 
假设 由 w ,ws ,…,@, 线性 表示 8 有 两 种 表示 方法 , 设 
B=latlGt :tlan, 有 一 六 oa 十 jos 十 … 十 PC ， 
将 两 式 相 减 ,得 
(2a 一生)oa 十 (2 一 ja )az 十 … 十 (7 一 着 so)an 一 0. 
由 ol ,ws,…，,on 线性 无 关 可 知 
一 丰 一 2 一 ja 一 … 一 /一 一 0， 
即 玉 一 ,1 一 jw 一 ,所 以 表示 法 唯一 . 
例 12 若 wm ,wz,…,o 是 n 个 线性 无 关 的 n 维 向 量 ,向 量 
Qnt1 =ki01 二 kG 二 十 kG,» (0 
其 中 ki ,kz ,*** ,kn 全 不 为 零 . 证 明 0 ,02 On 9 Ont1 中 任意 n 个 向 量 都 线性 无 关 . 
证 由 于 @,@;,…,@, 是 n 个 线性 无 关 的 n 维 向 量 ,所 以 我 们 只 需 证 明 , 将 @ ,ws ，…， 
w, 中 的 任何 一 个 向 量 换 成 w+ 后 所 得 的 向 量 组 线性 无 关 即 可 . 设 将 a; 换 为 a,+1 后 所 得 的 
向 量 组 为 


CI 0 0 0031 0 01 i=2,° ,ny 
或 
Qs03 9 On On, i=1. 
我 们 用 反 证 法 证 明 它们 线性 无 关 . 设 


0 02 9 01 Oit1 On On 二 1 
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线性 相关 ,由 于 @i,@2，… ,G1 ,Gt1，… ,0 是 ,Gs，…,@, 的 部 分 组 ,所 以 它们 线性 无 关 . 
由 定理 3. 8 可 知 ,Qi 可 由 @ ,aa ，… ,01 ;041，… ,0 线性 表示 , 且 表 示 系数 唯一 , 即 

Qat1 =h0 TlGt 二 L101 Line 十 … 十 ,0 
将 上 式 与 @O 式 两 端 分 别 相 减 ,得 

0=(ki—l)@ tk mL) 二 (ki L101 二 

k@it kari —Lr) Gi 二 (k, O—L) 0.. 
由 于 @ ,oz ,…,@, 线性 无 关 , 因 而 
ki=0, k,—l,=0, s=1,2,° ,i—1,i+l1,** ,n. 

这 显然 与 ,ks，…,k, 全 不 为 零 相 矛盾 . 所 以 @ os ay， ,0, ,0w+1 线 性 无 关 . 由 
woi 的 任意 性 可 知 , 结 论 成 立 . 


习题 3-3 


1. 将 下 列 各 题 中 向 量 有 表示 为 其 他 向 量 的 线性 组 合 : 

(1) B=[3,5,—6],@ 一 [1,0,1],w: 王 [1,1,1],os 王 [0, 一 1, 一 1]; 

(2) B=[2,—1,5,1],81=[1,0,0,0],8;=[0,1,0,0],8s=[0,0,1,0],8,=[0,0,0,1]. 

2. 判定 下 列 向 量 组 是 线性 相关 还 是 线性 无 关 : 

(1) ww 一 [1,0, 一 1],a: 一 [一 2,2,0],as: 一 [3, 一 5,2]; 

(2) mw 王 [1,1,3,1],o: 王 [3, 一 1,2,4],ws: 王 [2,2,7, 一 1]. 

3. 设 记 =2@i 一 @2, 民 二 mi 十 0@2, 民 二 一 Qi 十 3@2 ,验证 : 房 , 户 , 记 线性 相关 . 

4. 如 果 向 量 组 w ,ws ,… ,@, 线性 无 关 , 试 证 向 量 组 ol ,o 十 @;，… ,Qi 十 @z 十 … 十 @, 线 
性 无 关 ， 


3.4 极 大 线性 无 关 组 与 向 量 组 的 秩 


3.4.1 向 量 组 的 等 价 


为 讨论 两 个 维 向 量 组 之 间 的 关系 , 设 有 下 面 的 两 个 向 量 组 : 
(TI)@i,m 0, (IH) B,p,,…,p,. 
定义 3.7 若 向 量 组 (了 I) 中 的 每 个 向 量 都 能 由 向 量 组 ( 卫 ) 线 性 表示 , 即 
Qi =anP +anpbt…+anB,, 
一 al? 甩 十 az 及 十 … 十 ao 有 ， 


:一 api 十 az8 十 … 十 ap 

则 称 向 量 组 (I 工 ) 可 由 向 量 组 ( 芽 ) 线 性 表示 . 用 和 矩阵 表示 为 
al dl “al 
[myo BB 
dn Q2 ”Qnr 


记 矩 阵 
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au a ”al 

G2 ld22 ”qz 
A= » 

aa ae “” an 


则 上 式 可 表示 为 
[oa ,as ,0 ]=[B, ,PB,,*… ,pA, 
称 和 矩阵 4 为 wa ,oz ，…,o, 由 忆 ,B,,…,p 线 性 表示 的 表示 矩阵. 
车 向 量 组 (I ) 与 向 量 组 (I ) 可 以 互相 线性 表示 , 则 称 向 量 组 ( 工 ) 与 向 量 组 ( 工 ) 等 价 . 
定理 3.9 设 向 量 组 @ ,ws ,…,@ 可 由 向 量 组 p , 户 ,…, 及 线性 表示 , 且 向 量 y 可 由 向 
量 组 xi ,ws ,…,@; 线性 表示 , 则 向 量 Y 可 由 向 量 组 p, ,PB ,… ,Pp 线性 表示 . 
证 由 已 知 条 件 ,可 设 


7 一 7o 十 cs 十 … 十 0, = > lai， 
i=1 


@: = kaP + kp, t+ t+ kb, = hy i= 1,2,",s, 
j=1 
于 是 


a Ze 2 (2 ksp,)= 2 (之 和 )B;, 

即 向 量 Y 可 由 向 量 组 P,P ,及 线性 表示 . 

由 此 可 知 ,向 量 组 的 线性 表示 是 有 传递 性 的 , 即 若 向 量 组 (I 工 ) 可 由 向 量 组 ( 卫 ) 线 性 表 
示 , 向 量 组 ( 卫 ) 可 由 向 量 组 (五 ) 线 性 表示 , 则 向 量 组 (I ) 也 可 由 向 量 组 (三) 线性 表示 . 

因此 向 量 组 之 间 的 等 价 关 系 有 下 面 的 性 质 : 

(1) 反 身 性 , 即 每 个 向 量 组 与 自身 等 价 . 

(2) 对 称 性 , 即 若 向 量 组 (I 工 ) 和 向 量 组 ( 开 ) 等 价 ,那么 向 量 组 ( 开 ) 和 向 量 组 ( 工 ) 也 
等 价 . 

(3) 传递 性 , 即 若 向 量 组 ( 工 ) 和 向 量 组 (I ) 等 价 ,向 量 组 CI ) 和 向 量 组 ( 亚 ) 等 价 ,那么 
向 量 组 ( 工 ) 和 向 量 组 (下 ?也 等 价 . 

定理 3. 10 设 有 两 个 向 量 组 

CI) oa， 及 (I)B,pB,,%,p.. 

如 果 向 量 组 (I ) 可 由 向 量 组 ( 卫 ) 线 性 表示 且 ;二 t, 则 向 量 组 (I ) 线 性 相关 . 

证 由 于 向 量 组 (I) 可 由 向 量 组 ( 卫 ) 线 性 表示 , 故 存在 :Xs 矩阵 4 ,使 得 

[@ ,as ,0,1]=[P, ,PB.,… ,B.A. 
记 人 4 二 [X,Y ，…,Y,J. 因为 A 为 :Xs 矩阵 ,所 以 7 ,7,，,…,Y; 为 个 上 维 列 向 量 . 因为 st， 
由 定理 3.5 的 推论 2 可 知 ,Y, ,7,,…,Y, 线性 相关 , 即 存在 不 全 为 零 的 数 请 ,k,,… ,k, ,使 得 
ki¥itk2Yt*"* tkY,=0, 

即 


[7 7，…7y]| . |=A| .|=。o， 
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于 是 考虑 
ki 
ks 
ki@i thkm tk =[Le ,oz Oo] ws 
k, 
则 有 
ki 


htkG tk0, =[p, ,p,,… ,B.A 入 =0. 
有 
由 上 面 的 结论 可 知 , 这 里 的 ,ks ,…,k; 不 全 为 零 , 所 以 w ,az ，…,o, 线性 相关 . 
推论 1 设 有 两 个 向 量 组 
CI) wo 及 〈I) BB,,,h. 
如 果 向 量 组 ( 工 ) 可 由 向 量 组 ( 工 ) 线 性 表示 且 向 量 组 ( 工 ) 线 性 无 关 , 那 么 s<t. 
推论 2 ”两 个 线性 无 关 的 等 价 的 向 量 组 必 含 有 相同 个 数 的 向 量 . 


3.4.2 极 大 线性 无 关 组 


定义 3.8 设 a ,ws ，…,Qi 是 向 量 组 ci ,as,… ,Qa 的 部 分 向 量 组 , 它 满足 : 
(1) oa ,0,，… ,0 线性 无 关 ; 
(2) 向 量 组 wm ,az ,… ,0 的 每 一 个 向 量 都 可 以 由 wa ,oa。，…，as 线性 表示 . 
则 称 向 量 组 wa , 0, ，,…, Qi 是 向 量 组 a1, 0，…, 0 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,简称 极 大 无 
关 组 . 
例 1 设 向 量 组 A 为 
1 


于 1 
1 1 1 
0 一 ， 02 一 ， 03 一 。 
1 =] 0 
1 一 于 0 
由 于 ,a 线性 无 关 , 且 四 一 二 wm 十 二 ws, 所 以 m ,os 是 向 量 组 A 的 一 个 极 大 无 关 组 . 事实 


上 ,oa ,os 与 w ,0s 也 是 向 量 组 A 的 极 大 无 关 组 . 

由 本 节 中 的 例 1 看 到 ,向 量 组 的 极 大 无 关 组 可 能 不 止 一 个 ,但 其 所 含 向 量 个 数 是 相 
同 的 . 

由 定义 3. 8 可 以 得 出 下 面 的 定理 . 

定理 3.11 一 个 线性 无 关 的 向 量 组 的 极 大 无 关 组 就 是 该 向 量 组 本 身 . 

同时 ,我 们 还 可 以 证 明 . 

定理 3.12 任何 一 个 向 量 组 都 与 它 的 极 大 无 关 组 等 价 . 

证 设 Qi 0 ,0; 是 向 量 组 oa ;0Q2，… ,Qn 的 一 个 极 大 无 关 组 . 

由 于 Qi 0 ,0; 是 向 量 组 wi ,02，…,Qm 的 一 部 分 ,所 以 当然 可 以 被 这 个 向 量 组 线性 
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表示 , 即 
@; =0° ttt+l1 "0 十 … 十 0。Cn， j=1,2,°% 7, 

下 面 证 明 wm ,as ,… ,a 可 以 由 xi， ,0 ,… ,0 线性 表示 . 

对 于 @; (j=1,2,.,m) 5 当 了 是 ii 中 一 个 数 时 ,显然 @; 可 以 由 Qi 0 0 
线性 表示 ; 当 j 不 是 dvi 中 的 数 时 ， 由 极 大 无 关 组 的 定义 可 知 93005700 0 ,0@; 线性 
相关 ， 即 存在 不 全 为 零 的 数 Ll,ki Ra sk, 使 

la; tkio: 十 ao + +k0; 一 0. 

因为 Qi 0 ,Qi 线性 无 关 , 则 必 有 l 隆 0( 否 则 ,车 1 二 0, 则 有 ,ks,，…,k, 不 全 为 零 , 就 

是 a ,0 ，…va 线性 相关 ,这 与 题 设 矛盾 . ) ,于 是 


就 是 说 mw 可 以 被 wu ,as ，…, ai 线性 表示 ,从 而 说 明 向 量 组 wm ,oz ，…，,an 可 以 被 a ， 
0 ，…，o; 线性 表示 . 于 是 证 明了 向 量 组 与 它 的 极 大 无 关 组 等 价 . 

由 于 向 量 组 的 极 大 无 关 组 可 能 不 止 一 个 ,但 由 于 每 一 个 极 大 无 关 组 都 与 向 量 组 本 身 等 
价 , 因 此 一 个 向 量 组 的 任意 两 个 极 大 无 关 组 都 是 等 价 的 . 


3.4.3 向 量 组 的 秩 
定义 3.9 向 量 组 @ ,Gs,…,@ 的 极 大 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 , 称 为 向 量 组 的 秩 , 记 为 


rm 02 Or) . 

规定 全 由 零 向 量 组 成 的 向 量 组 的 秩 为 零 . 

由 向 量 组 秩 的 定义 可 知 , 线 性 无 关 的 向 量 组 的 秩 等 于 向 量 组 中 所 包含 向 量 的 个 数 ; 若 向 
量 组 的 秩 小 于 向 量 组 中 所 包含 向 量 的 个 数 , 则 该 向 量 组 必 线 性 相关 . 

另外 ,一 个 向 量 组 的 极 大 无 关 组 可 能 不 唯一 ,但 是 向 量 组 的 秩 是 唯一 的 . 本 节 例 1 中 向 
量 组 A 的 秩 为 2, 它 反映 了 向 量 组 本 身 的 性 质 . 

定理 3. 13 ”如 果 一 个 向 量 组 的 秩 为 >(r 之 0), 则 向 量 组 中 任意 ~ 个 线性 无 关 的 向 量 都 
是 它 的 一 个 极 大 无 关 组 . 

证 设 向 量 组 @ ,0 ，…,@ 的 秩 为 >, 且 oa ,oa ，…,0; 是 @1,0，…,Q 中 7 个 线性 无 
关 的 向 量 . 设 w 是 向 量 组 中 任 一 个 向 量 , 则 

Qj 0 0 

线性 相关 ,否则 与 r(o ,@; ，…,@) 二 +r 相 矛 盾 . 由 定理 3.4 知 ,@; 可 由 Qi 0 ,0; 线性 表 
示 . 故 m ,0 ,va 为 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 . 

定理 3.14 设 向 量 组 @ ,os ,… ,Qs 可 由 向 量 组 p ,Pp ，,…,p, 线性 表示 , 则 

Ir(@ ,0 ,°° 0)Sr(p, ,Pp,,… ,Bb,). 

证 设 向 量 组 a,@,…,a, 与 向 量 组 B,p,，…, 忆 的 极 大 无 关 组 分 别 为 gs ,@ ，… 0; 

与 PB 局， , 则 由 定理 3. 12 知 : 
Qi 0 ,0 与 oa 0 ，…0: 等 价 ， 
Bb »B;, »B;, 与 Pp ,Pb,,… ,Pp, 等 价 . 

因为 @i,@,…,@, 可 由 向 量 组 房 , 记 ,…, 有 线性 表示 ,所 以 > 0 ,0; 可 由 Bb , 

忆 ,，…，, 忆 ,线性 表示 ,由 定理 3. 10 的 推论 1 知 ,r<k, 即 


《<% 3.4 极 大 线性 无 关 组 与 向 量 组 的 秩 | % ) 


I(@ ,0 ,°° 0) Sr ,PB,*…,B.). 
推论 等 价 向 量 组 的 秩 相 等 . 


3.4.4 向 量 组 的 秩 与 矩阵 的 秩 的 关系 


定义 3.10 和气 阵 的 行 秩 是 指 矩阵 行 向 量 组 的 秩 ; 矩 阵 的 列 秩 是 指 矩阵 列 向 量 组 的 秩 . 

和 矩阵 的 行 秩 和 列 秩 ,以 及 和 矩阵 本 身 的 秩 有 着 下 面 的 关系 : 

定理 3.15 矩阵 A 的 秩 等 于 r 的 充分 必要 条 件 是 矩阵 4 的 列 ( 行 ) 秩 等 于 

证 (必要 性 ) 设 A 为 mXn 和 矩阵 ,如 果 r(4) 二 r, 则 存在 4 的 一 个 ~ 阶 子 式 不 为 零 , 不 
妨 设 


al 4Q12 ”Qnr 
Q21 ld22 “” Qzr 
0. 
Qrl ar Qr 
al a ” Qlr 
Qa dz dor 
AL 二 | 2 a |， 
am Q2 adr 


则 由 秩 的 定义 知 r(41) 二 7r, 由 定理 3. 5 的 另 一 说 法 知 ,4; 的 -个 列 向 量 线性 无 关 , 即 4 中 有 
7 个 列 向 量 线性 无 关 . 

下 面 再 证 明 4 的 任何 ~ 十 1 个 列 向 量 线性 相关 . 

用 反 证 法 . 假设 A 中 有 7 十 1 个 列 向 量 线性 无 关 ,不 妨 设 


Ql AQ * dlr Qirtl 

Q2 ld22 “* lzr lz2rtl 
A,= 

lm Qn2 “* lm Qm+l 


为 4 的 > 十 1 个 线性 无 关 的 列 向 量 组 成 的 矩阵 . 则 由 定理 3. 5 的 另 一 说 法 知 rC4;) 一 * 十 1， 
由 矩阵 秩 的 定义 知 ,4 有 r 十 1 阶 子 式 不 为 零 , 即 4 有 十 1 阶 子 式 不 为 零 , 这 与 1(4) 二 r 矛 
盾 . 因此 4 的 任何 ~ 十 1 个 列 向 量 均 线性 相关 . 于 是 知 4 的 列 秩 为 >. 

(充分 性 ) 如 果 A 的 列 秩 为 ,不妨 设 4 的 前 7 列 为 4 的 列 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 . 令 


Qll a Qlr 
As 加 Q21 人 Q2， 上 
Qml Qm2 dm 
于 是 r(C4: ) 王 ”~, 故 4, 中 有 阶 子 式 不 为 零 , 即 A 中 有 阶 子 式 不 为 零 . 
下 面 再 证 明 4 的 任何 ~ 十 1 阶 子 式 都 为 零 . 


用 反 证 法 . 假设 A 中 有 一 个 r 十 1 阶 子 式 不 为 零 , 不 妨 设 
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Q11 Q12 ne Qlr Qlrtl 
Q321 Q22 人 Qa2r Q2r+l 
天 0. 
QrHl1 Artl2 lrtlr QrHlr+l 
a dl “” litl 
Qa dz2 ld2rtl 
4 一 » 
Qml Adm? “ Qmr+1l 


则 r(44) 一 十 1, 即 44 的 7 十 1 个 列 向 量 线性 无 关 , 即 A 的 前 7 十 1 个 列 向 量 线性 无 关 . 这 与 
4 的 列 秩 为 > 矛盾 ,因此 4 的 任何 ~ 十 1 阶 子 式 都 为 零 , 于 是 r(4) 一 ~ 

推论 矩阵 4 的 行 秩 与 列 秩 相等 . 

设 有 向 量 组 @, 0，…,@, 和 向 量 组 房 , 记 ,…，, 及 , 若 存在 一 组 数 ,4s，… ,4,, 使 


Das 一 o 时 ,有 了 Xp, 一 o 成 立 , 且 反 之 亦 成 立 ,我 们 就 说 这 两 个 向 量 组 有 相同 的 线 


性 关系 . 

定理 3.16 矩阵 4 经 过 初等 行 变换 得 到 矩阵 了 ,那么 4 与 B 的 列 向 量 组 有 相同 的 线性 
关系 . 

由 定理 3. 16 我 们 可 以 得 到 求 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 的 解 题 方 法 . 

用 已 知 向 量 组 为 列 向 量 构成 矩阵 4, 对 4 施行 初等 行 变换 化 为 行 标准 形 矩 阵 ,其 列 向 量 
之 间 的 线性 关系 及 列 向 量 的 极 大 无 关 组 可 以 直观 地 看 出 来 . 从 而 可 以 得 到 A 的 列 向 量 组 的 
线性 关系 , 且 可 以 求 出 相应 的 列 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 . 从 而 可 确定 已 知 向 量 组 的 线性 关 
系 并 求 出 一 个 极 大 无 关 组 . 

例 2 求 向 量 组 @==[2,4,2],@s= 二 [1,1,0],@s 二 [2,3,1],@ 二 [3,5,2] 的 一 个 极 大 无 
关 组 与 秩 , 并 把 其 余 向 量 用 该 极 大 无 关 组 线性 表示 . 

解 ”对 和 矩阵 4=[ai ,oz ,03 ,0 ] 施 以 初等 行 变换 : 


2123 2 ] 2 3 
本 二 | 本 下 :37 lL = = 
2 0 2 0 一 1 一 一 下 一 ] 


2123] |10 计 1 
一 0 1 1 | 1 1 1 | 一 也 . 
6 © WO Me wi 
显然 r(4) 二 r(B)= 二 2, 由 最 后 一 个 矩阵 可 知 ,@ ,as 为 一 个 极 大 无 关 组 , 且 
Pp 
@ = 0;. 


例 3 设 Aaxs 及 Bx 为 两 个 矩阵 ,证 明 A 与 B 的 乘积 的 秩 不 大 于 A 的 秩 和 B 的 秩 , 即 
r(AB)<min{r(A) ,r(B)}. 
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证 设 
A= (ai)nxn=[@i oz， 0], B=(b;)rxs, AB=C=(c5)nxs=[Y YY), 
即 
bu by “bs 
A 7 sy] 一 [aa | 四 人 
ba by bs 
因此 有 和 一 bai 十 bzj@z 十 … 十 bw@n(j 二 1,2,…,s), 即 AB 的 列 向 量 组 yi ,7 ，…,y, 可 
由 A 的 列 向 量 组 wi ,@;,…,@, 线性 表示 , 故 7 ,7,，…,Y, 的 极 大 无 关 组 可 由 xi ,az ，…，a* 的 
极 大 无 关 组 线性 表示 ,由 定理 3. 10 及 定理 3.15 有 ,r(4B)<<r(4). 
又 因为 (4B)T 一 BT4T, 由 上 面 讨论 知 


r(B747)<r(B7). 
而 r(B)=r(BT),r(4B) 一 r(BT4T) , 故 
r(AB)<r(B). 
因而 
r(AB)<min{r(A),r(B)}. 
习题 3-4 


1. 求 下 列 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 ,并 将 其 余 向 量 用 此 极 大 无 关 组 线性 表示 : 


(1) w 王 [1,0,0,1],w: 王 [0,1,0, 一 1],as: 王 [0,0,1, 一 1],w 一 [2, 一 1,3,0]; 
(2) ww 一 [1,0,1,0,1],w: 王 [0,1,1,0,1],as 王 [1,1,0,0,1],w 一 [一 3, 一 2,3,0, 一 ]]. 
2. 求 下 列 向 量 组 的 极 大 无 关 组 与 秩 . 
3 1 一 1 2 
(DD) a= 和 ， 02 一 ， 03 一 。 ， = 本 日 
2 0 1 = 
1 一 5 3 一 3 
「2 0 14 4 6 
_|1 | 中 经 | 2 _ |5 
(2) wo 一 sl oz 一 三 1 Cs 一 of 人 4 一 小 05 一 1 
[0 0 3 1 2 
3. 设 向 量 组 @ ,ws ,… ,@s 的 秩 为 7 ,证 明 : 其 中 任意 选取 m 个 向 量 所 构成 的 向 量 组 的 
秩 大 于 rr 十 m 一 s. 


4. 证 明 : r(4 十 B)<r(4A) 十 r(B). 


3.5 线性 方程 组 解 的 结构 


由 3.1 节 与 向 量 组 线性 关系 的 讨论 ,我 们 已 经 知道 : 
导 元 齐 次 线性 方程 组 4x 一 " 有 非 零 解 命 r(4) 二 nSA 的 列 向 量 线性 相关 . 
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本 节 要 讨论 的 问题 是 : 当 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 时 , 解 的 结构 如 何 ? 怎样 求 出 它 的 
所 有 的 解 ? 


3.5.1 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 
齐 次 线性 方程 组 (3. 6) 的 矩阵 形式 为 


4xY 一 0， 
QI11 Q2 Qln Xl 
Q21 a22 Q2n Is 
A= (ai)nxn = ， X= 
Um Qnr2 lmn Tn 


设 冰 ,于 ，…, 是 齐 次 线性 方程 组 (3.6) 的 ;个 解 向 量 , 则 它们 的 线性 组 合 


和 和 0 十 ka 十 … 十 kg, 一 kn, 

仍 是 齐 次 线性 方程 组 Ax==o 的 解 向量 , 其 中 ky ,k,,… ,ks 为 任意 常数 

由 上 述 可 知 , 当 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 时 , 则 它 必 有 无 穷 多 个 解 . 由 于 齐 次 线性 方程 
组 (3. 6) 的 解 向 量 是 维 向 量 , 故 齐 次 线性 方程 组 (3. 6) 的 线性 无 关 的 解 向 量 的 个 数 不 可 能 
多 于 n 个 .因而 使 我 们 想到 ,是 否 存在 一 个 与 齐 次 线性 方程 组 (3. 6) 的 全 体 解 向 量 等 价 的 线 
性 无 关 的 向 量 组 ,使 得 齐 次 线性 方程 组 (3. 6) 的 任何 一 个 解 向 量 都 能 由 它们 线性 表示 ? 

当 齐 次 线性 方程 组 (3. 6) 有 非 零 解 时 ,这 样 一 组 解 向 量 必定 存在 . 为 此 ,我 们 引入 齐 次 线 
性 方程 组 的 基础 解 系 的 概念 . 

定义 3.11 设 隶 , 思 ，… 刀 是 齐 次 线性 方程 组 4x 一 o 的 一 组 解 向 量 ,如 果 满 足 : 

(1) 人 ， 介 ，… 线性 无 关 ; 

(2) 齐 次 线性 方程 组 4x 二 o 的 任意 一 个 解 向 量 都 可 由 ,n,，… ,1 线性 表示 . 
则 称 1 ,1,，… ,1 是 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 0o 的 一 个 基础 解 系 . 

定理 3.17 如 果 齐 次 线性 方程 组 (3.6) 的 系数 矩阵 4 的 秩 1(4) 二 r<n, 则 此 线性 方程 
组 的 基础 解 系 存在 , 且 每 个 基础 解 系 中 , 恰 含有 n 一 r 个 解 向 量 . 

证 ”因为 r(4) 一 ~<z, 所 以 对 齐 次 线性 方程 组 (3. 6) 的 增 广 矩 阵 [4 } o] 施 以 初等 变换 ， 
可 化 为 如 下 的 形式 : 


[Tl 0 ww 0 cr cr … cm:0 1] 
0 1 “0 Cartl C2art2 *** C2n 0 
0 0 1 Cri Cnrts cm:0 
0 0 0 0 0 0:0 

L0 0 0 0 0 0:0 | 
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于 是 原 线性 方程 组 与 下 面 的 线性 方程 组 同 解 : 


ZI 一 一 ClrHlZrH Chrt2Trt2 "CinTn, 
T2 CrtiTrtl Cort2Trt2 ConTny 
Tr CnriTrtl Cnrt2Trt2 "CmTny 


其 中 ZrtisTrt2，"…… ;Tn 为 自由 未 知 量 . 
对 ?一 ~ 个 自由 未 知 量 分 别 取 


0 
0 1 
0 0 . 
可 得 齐 次 线性 方程 组 (3. 6) 的 n 一 r 个 解 向 量 . 
| 一 curtH 一 Cl,r+2 一 Cln 
一 C2,r+1 C2rt2 Can 
| 一 crr+l | 一 crr+2 _| 一 cm 
3 1 2 | ”| 
0 下 0 
0 0 1 


现在 来 证 明 1 , 刀 ,… ,如 ， 就 是 齐 次 线性 方程 组 (3. 6) 的 一 个 基础 解 系 . 
首先 证 明 1 ,n,，… 人， 线性 无 关 . 
设 


一 ClrHl 一 Clr+2 ”一 Cn 
一 CzrHl 一 Cr+2 ”一 Cn 
c= 一 Crr+l 一 Crr+2 一 cm 
由 0 0 
0 1 0 
0 0 1 lx 
它 有 ?一 ~ 阶 子 式 
1 0 0 0 
0 0 0 


0 0 1 … 0|=1 了 0， 即 r(0O)=n—r. 
@ Ww WO ,1 
所 以 0, ，… ,加 ,线性 无 关 . 
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其 次 再 证 明 齐 次 线性 方程 组 (3. 6) 的 任意 一 个 解 都 可 由 0 ,加 ,… ,1 线性 表示 . 设 


di 

d; 

9 | : 

d, 

是 齐 次 线性 方程 组 (3. 6) 的 一 个 解 向 量 . 因为 

di=—crmdri crtdrt—*"* Cndn, 
ds =—c2rtidrti— Cortdrts —*"* — Condn, 
dr crrHlGrH1 一 CrrtzGdrH2 一 …… 一 cmdn， 


所 以 


CurHGdrH 一 Churt2GrH2 一 光一 Condn 


CarHGdrH 一 cairt2drH2 一 六 一 ConGdn 


Cnrtidrt+1 Crrt2drtz Ei eads 


dt 
dr+z 
d, 
Crtl 一 Clr+2 一 Cln 
一 Cz,r+1 一 C2,r+2 Con 
Crr Cr, 一 cm 
一 dh Ytadns| ”| 二 二 
0 0 
0 0 
0 0 | 1 


一 QH 十 ds 你 十 … 十 do 

即 9 可 由 ,1,，… ,1 ,线性 表示 . 

综 上 可 得 ,1 ,1 ,… ,1 是 齐 次 线性 方程 组 (3. 6) 的 一 个 基础 解 系 ,因此 齐 次 线性 方程 
组 (3. 6) 的 全 部 解 为 

CN 十 cz 也 te,» 《3 

其 中 C19C2 9 ,Cn-: 为 任意 常数 . 

称 式 (3. 9) 为 齐 次 线性 方程 组 4Ax 一 o 的 通 解 (也 称 为 一 般 解 ). 

推论 齐 次 线性 方程 组 (3. 6) 的 任意 一 r(4) 个 线性 无 关 的 解 都 是 该 方程 组 的 基础 
解 系 . 
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定理 3. 17 的 证 明 过 程 给 我 们 指出 了 求 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 的 方法 . 
例 1 求 齐 次 线性 方程 组 
Zi 十 Zs 十 Zs 十 4z4 一 3zxs = 二 0， 
Zi — Zs 3zs 一 2z xs 一 0， 
2zl 十 zz 十 3zs 十 5zi 一 5zs 一 0， 
3zi 十 zz 十 5zs 十 6z 一 7zs 王 0 


的 基础 解 系 与 通 解 . 
解 方程 个 数 m 二 4, 未 知 量 个 数 n==5,m<n, 因 此 所 给 齐 次 线性 方程 组 有 无 穷 多 个 解 . 
对 增 广 矩 阵 [4 ! oj 施 以 初等 行 变换 


[1 11 4 -3:0 
i 1 -1 3 —2 -1;0 
io 1 3 5 —5:i0 
ls 1 5 6 —7’i0 
[1 11 4 —3:0 
0 -2 2 -6 2:0 
0 -11 -3 1i0 
|o -2 2 -6 20 
[i ZE =2:0 
oo 00 00 
01—1 3 -1:0| 
[hoo oo oo 
即 原 齐 次 线性 方程 组 与 齐 次 线性 方程 组 
ZI 一 一 2zs 一 Z4 十 2zs， 
(= 2 一 3zZ 十 zs 
同 解 ,其 中 zs ,zs ,zs 为 自由 未 知 量 . 
Ts L 0 0 
at ml ,| 0 |, 得 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 为 
5 0 0 
一 2 一 1 
1 一 3 1 
= 1|， ,=| 0|， ,=|0 |. 
0 1 0 
0 0 1 
于 是 原 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 为 


=a ten, tes » 
其 中 CisC29C3 为 任意 常数 . 
例 2 设 A 为 mXn 和 矩阵 ,B 为 nXk 和 矩阵 ,满足 A4B==0, 证 明 
r(A)+r(B)<n. 
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证 将 矩阵 如 按 列 分 块 为 B= 二 [ 忆 及,…, 有 ,由 4B 一 O, 得 
[LAP ,AP, ,… ,AB: ]=[Lo,0,.… ,0], 

即 有 

Ap; =0, i=1,2,°,k. 
这 表明 和 矩阵 B 的 每 个 列 向 量 都 是 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 0 的 解 . 又 Ax==o 的 基础 解 系 中 含有 
nn 一 r(4) 个 解 , 从 而 

r(P ,PB,,*… ,PB)<n—r(A), 
即 r(4) 十 r(B) 委 nm. 


3.5.2 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 


设 有 非 齐 次 线性 方程 组 
aaZ1 十 alzZz 十 … 十 amZn 一 Di 
az2lZ1 十 azzZ2 十 … 十 az 一 Da， 
anlZ1 十 an2Z2 十 … 十 aonZa 一 Dony 
其 矩阵 形式 为 


Ax=b, (3.10) 
其 中 A=[as jnxnsx=[zi yz2 sz] ,b= [bi ,bs ,bn ]. 
如 果 将 常数 项 换 成 o, 即 取 b=o, 得 到 齐 次 线性 方程 组 , 即 
A4x 一 0. (3,11) 
称 上 述 齐 次 线性 方程 组 (3. 11) 为 非 齐 次 线性 方程 组 (3. 10) 的 导出 组 . 
非 齐 次 线性 方程 组 与 其 导出 组 的 解 具有 以 下 性 质 . 
性 质 1 如 果 7。 是非 齐 次 线性 方程 组 (3. 10) 的 一 个 解 , 思 是 其 导出 组 的 一 个 解 , 则 
Yo 十 和 1 也 是 非 齐 次 线性 方程 组 (3. 10) 的 一 个 解 . 
证 因为 7 是非 齐 次 线性 方程 组 Ax=b 的 一 个 解 ,所 以 有 AY, 二 5b, 同 理 4 加 一 o, 则 由 
ACy 十 如) 一 4 人 yo +Am =b+o=b 
得 7 十 1 是 非 齐 次 线性 方程 组 (3. 10) 的 解 . 
性 质 2 如果 7 ,Ys 是 非 齐 次 线性 方程 组 的 两 个 解 , 则 7 一 Y; 是 其 导出 组 的 解 . 
证 由 47 一 ,47: 一 5 及 
A(Yi—Y2)=AYi —AY, 一 一 5 一 0 


得 入 一 % 为 其 导出 组 的 解 . 
定理 3.18 ”如果 是 非 齐 次 线性 方程 组 (3. 10) 的 一 个 解 ( 称 为 特 解 ) ,人 是 其 导出 组 的 
通 解 , 则 非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 为 
Y=Yo + 
即 非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 可 以 表示 为 它 的 一 个 特 解 加 上 其 导出 组 的 通 解 . 
证 由 性 质 1 知道 y 加 上 其 导出 组 的 一 个 解 仍 是 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 解 , 所 以 只 
需 证 明 , 非 齐 次 线性 方程 组 的 任意 一 个 解 Y ,一定 是 y 与 其 导出 组 的 某 一 个 解 入 的 和 . 取 
,=Y —Yo. 
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由 性 质 2 知 ,mn 是 导出 组 的 一 个 解 ,于 是 得 到 
Y= + 
即 非 齐 次 线性 方程 组 的 任意 一 个 解 ,都 可 以 表示 为 它 的 一 个 特 解 与 其 导出 组 某 一 个 解 的 和 . 
由 此 定理 可 知 ,如 果 非 齐 次 线性 方程 组 有 解 , 则 只 需求 出 它 的 一 个 特 解 , 并 求 出 其 导出 
组 的 基础 解 系 7, ,,，,， 则 其 通 解 可 以 表示 为 
Y=%o 十 ci 十 C2 十 十 cn 
其 中 ci ,cs，… ,cs-; 为 任意 常数 . 
由 此 可 知 , 如 果 非 齐 次 线性 方程 组 的 导出 组 仅 有 零 解 , 则 该 非 齐 次 线性 方程 组 只 有 一 个 
解 ,如 果 其 导出 组 有 无 穷 多 个 解 , 则 它 也 有 无 穷 多 个 解 . 
例 3 求 下 列 线性 方程 组 的 通 解 : 
ZI 十 5zs 一 Zs 一 x4 二 一 1， 
zi 一 2z 十 Zs 十 3x, =3, 
3zl 十 8z: 一 Zz 十 z=1, 
Zi 一 9zs 十 3zs 十 7zi 一 7。 
解 ” 对 此 非 齐 次 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 [4 i 5] 施 以 初等 行 变换 : 


人 5 —1 —1:—1l 
1 =2 1 3| 3| |I0 =7 2 4 4 
[4 1 四 一 ia : 
3 8-1 1 1||o -7 2 4 4 
[1 ~9 3 7: 7 lo -M4 4 8: 8 
[1 5 一 1 一 1:-1] |1 0 3 如 :起 
= 2 4 hlo -7r 2 4i4 
|， 0 00 oo0 
有 渴 CQ 
[ 3 13: 13 
10 7 深 汪 如 
三 演进 | 二 
I 
大 和 
Lo 0 0 0; 0 
即 原 非 齐 次 线性 方程 组 与 线性 方程 组 
13_3 _13 
Xl 7 7 7 4，? 


4 2 ,4 
2 一 了 十 了 za 十 了 
同 解 ,其 中 zz 为 自由 未 知 量 . 
让 自由 未 知 量 | ” | 到 信 | 。| ,网 得 到 此 线性 方程 组 的 一 个 竺 人 


3 
4 
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| 


oo ol | 


原 非 齐 次 线性 方程 组 的 导出 组 与 齐 次 线性 方程 组 


同 解 , 其 中 mvzl 为 自由 未 知 量 . 
对 自 由 未 知 量 | ”| 分 别 到 值 | 。| ,| 1 | , 妈 得 导出 组 的 基础 解 和 


0 | 一 也 

7 

2 4 

1 二 7 |， 外 一 7 |. 
1 0 
0 | 
于 是 原 非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 为 
13 [_3 13 
yA 7 了 
4 2 4 
Y 一 加 十 ch 十 cz 一 下 | 二 页 7 | 二 cs 全 

0 1 0 
0 1 0 1 


其 中 ci ,ci 为 任意 常数 . 
例 4 设 4 阶 矩阵 4=[a ,as ,G3 ;04j] ,Qi ,0 ,0 ,04 均 为 4 维 列 向 量 ,其 中 ws ,as ,at 线 
性 无 关 ,@ 二 2@; 一 cs ,Bb 二 十 2@s 十 3@s 十 4 , 求 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 有 的 通 解 . 
解 ”由 题 意 知 ,as ,as ,a 线性 无 关 且 mw 一 2a: 一 xs: 一 2a: 一 as 十 0a: ,所 以 1(4) 二 3. 因此 
导出 组 4x 一 o 的 基础 解 系 只 含 一 个 解 向 量 9 . 由 
oa 一 20: 十 os 十 00: 一 0， 
1 


知 匀 一 | “2 | 为 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 o 的 一 个 基础 解 系 . 又 


B=@i +26 30 46, 
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即 
和 
2 
[ai ,oz ,as ,4] 3 =P, 
4 
1 
2 
所 以 一 a 为 非 齐 次 线性 方程 组 Ax==B 的 一 个 特 解 . 因此 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 PB 的 通 
4 
解 为 
1 1 
2 一 2 
7 一 多 十 ch 一 十 ca (ci 为 任意 常数 ). 
4 0 
习题 3-5 
1. 求 下 列 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 及 通 解 : 
Zi 十 2zs 十 4zs 一 3zt 一 0， zl 二 Zs 二 zs 二 z+ zs =0, 
人 3zl 十 5zz 十 6zs 一 4z 一 0， 0 3z1 十 2zs 十 zs 十 xz, 一 3zxs = 二 0， 
4zl 十 5z: 一 2zs 十 3z 一 0， Zz 十 2zs 十 2z 十 6zs 一 0， 
3zil 十 8z; 十 24zs 一 19zk 一 0; 5zi 十 4zs 十 3zs 十 3z 一 zs 一 0. 
2. 求 下 列 线 性 方程 组 的 通 解 : 
i Zi 十 3zs 十 5zs 一 4zk 一 1， 
石 十 3zs 十 2z 一 2z 十 zs 王 一 1， 
0) 3zi 十 5zs 十 6zs 一 4z 一 2， os a 
4zi 十 5zs 一 2z: 十 3z 一 1， 4 E ” 
石 一 4z 十 zs 二 2 一 2 一 3， 
3zl 十 8zs 十 24zs 一 19zx4 一 55 
2 十 2z 十 一 N+ = 一 1. 
3. & 取 何 值 时 ,下 列 方程 组 无 解 ?》 有 唯一 解 ? 或 有 无 穷 多 组 解 ? 在 有 无 穷 多 组 解 时 ， 
求 出 其 通 解 . 
kz 十 y 十 z= 二 1， 2z 一 y 一 z 一 2， 
(1) 1Zz 十 Ry 十 z 一 R， (2) 1Z 一 2y 十 z 一 &， 
ZX 二 ykz=k?; ZX 十 y 一 2z 二 kk?. 


4. 设 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 b 的 系数 矩阵 的 秩 为 7 ,9 ,71,，… ,9 ,是 其 导出 组 的 一 个 
基础 解 系 , 和 1 是 Azx 二 b 的 一 个 解 ,证 明 : 

(1) 贡 ,和 L，…， 贡 ,线性 无 关 ; 

(2) Ax 二 b 有 n 一 r 十 1 个 线性 无 关 的 解 . 
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3.6 线性 方程 组 的 MATLAB 求解 


线性 方程 组 的 MATLAB 求解 步骤 : 
(1) 输入 系数 矩阵 A 和 增 广 矩 阵 Ab=[A_b]. 
(2) 利用 求 秩 命令 rank 分 别 求 矩 阵 A 和 Ab 的 秩 rA 二 rank(A) 和 rAb=rank(Ab). 
(3) 根据 rA 和 rAb 的 关系 求解 线性 方程 组 的 解 . 
若 rA=rAb=n, 则 存在 唯一 解 ,这 时 利用 矩阵 除法 A\b 求解 ; 
若 rA=rAb<n, 则 存在 无 穷 多 解 , 这 时 利用 rref 求解 Ab 的 行 最 简 形 矩阵 ; 
车 rA 关 rAb, 则 无 解 . 
例 1 利用 MATLAB 解 线性 方程 组 
2Z1 十 zz 十 zs 十 Zi 一 5， 
Zi 十 2z: 一 Zs 十 4z 一 一 2， 
2zi 一 3z: 一 zs 一 5z 一 一 2， 
3z1 十 Zi 十 2zs 十 11z, = 二 0. 
解 在 MATLAB 命令 窗口 输入 以 下 命令 : 
(1) 输入 矩阵 


>>2[i1ily12=102=3=1=531211] 
A= 


和 i 1 1 
1 2 = 过 4 
2 = 村 -5 
3 1 2 11 


>> b=[5; -2;-2;0] 
b= 


>> Mb=[Ab] 

Ab = 
二 1 1 5 
1 2 -1 4 -2 
2 -3 -1 -5 -2 
3 1 2 11 0 


(2) 利用 rank 求 矩 阵 的 秩 . 
>> rA= rank(A) 
IR = 
4 
>> rab = rank(ab) 
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rAb = 
4 
(3) 因为 rA== rAb 一 4, 所 以 线性 方程 组 有 唯一 解 . 
>> x0=A\b 
x0 = 
1 
2 
二 
Et 
ZI 一 1， 
所 以 线性 方程 组 有 唯一 解 ， | 
4 一 一 1. 
例 2 利用 MATLAB 解 线性 方程 组 
Zi 十 5zs 一 zs 一 2 一 一 1， 


ZI 一 2z: 十 zs 十 3z 一 3， 

3zl 十 8zz 一 zs 十 Zi 一 1， 

Zi 一 9zz 十 3zs 十 7z 一 7.。 
解 在 MATLAB 命令 窗口 输入 以 下 命令 : 


(1) 输入 矩阵 . 
>> A=[15 -1 -1;31 -213;38 -111 -937] 
A= 
于 5 -1 -1 
于 -2 1 3 
六 8 -1 1 
EE -9 3 
>> b=[-1;3;1;7] 
b= 
-1 
3 
tL 
7 
>> Mb=[Ab] 
Ab = 
1 5 -1 -1 -1 
和 -2 1 3 3 
8 -1 1 
1 -9 3 7 了 


(2) 利用 rank 求 矩 阵 的 秩 . 
>> za= rank(A) 


IR = 
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总 
>> rAb= rank(Ab) 


rAb = 
2 
(3) 因为 rA= rAb= 2<4, 所 以 线性 方程 组 有 无 穷 多 解 . 
>> rref(Ab) 
0 3/7 13/7 13/7 
0 了 -2/7 -4/7 -4/7 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
所 以 线性 方程 组 的 解 为 
13_3 13 


取 zs 二 ci ,x4 二 co( 其 中 ci,cz 为 任意 常数 ), 则 此 线性 方程 组 的 全 部 解 为 


-13_3 13 
1 7 7¢1 7 2° 
必 一 一 生 十 生 a 十 分 c 省 
Z3s 一 Cl1，y 
4 一 C2 


例 3 利用 MATLAB 解 线性 方程 组 
Zi 一 2zz 十 3zs 一 Z4 一 1， 
3zl 一 Zz 十 5zs 一 3zt 一 2， 
2z: 十 zs 十 2zs 一 2z 一 3.。 
解 在 MATLAB 命令 窗口 输入 以 下 命令 : 


(1) 输入 矩阵 . 
>>A*[1=23=13=15=3212=3] 
A= 
和 -2 3 -1 
3 -1 5 -3 
2 1 2 -2 
>> b=[1;2;3] 
b= 
1 
区 
3 
>> 了 b=[Rb] 
Ab = 
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a 守 生 5 二 二 2 
2 1 六 反光 :1 
(2) 利用 rank 求 矩 阵 的 秩 . 
>> rA= rank(R) 
rA = 
2 
>> rAb= rank(Ab) 
rAb = 
3 
(3) 因为 rA 隆 rAb, 所 以 此 线性 方程 组 无 解 . 


习题 3-6 
利用 MATLAB 求 下 列 线性 方程 组 的 解 . 
z+zs—3zs=—1, Zi 十 zz 十 2z: 一 4， 
(1) tt (2) 1 一 五 一 为 一 一 3， 
Z1 十 6zs 一 4zs 一 3; Zi 十 2z: 十 3zs 一 5; 
Zi 十 3zz 十 4zs: 一 5， 
(3) et 
—Zzi 二 2z: 二 zs =2. 
总 习题 3 
1. 设 5Ca 一 十 4(B 一 7)=2Ca 十 7) , 求 向 量 y. 其 中 
3 F 
一 站 = 
o=| ol 有 一 al 
1 2 
2. 把 向 量 表示 成 向 量 @ ,os ,ws 的 线性 组 合 ,其 中 
各 a 1 Ll 


B=|2|, @=|0|, @=|1|, @=|1|. 


3 1 0 1 
3. 设 向 量 组 
1 1 3 于 
2 0 一 了 
$= = oO 一 1 | 02 一 2 中 0 一 , 。 
1 0 1 0 


间 ; (1) a,6 取 何 值 时 ,向 量 是 向 量 mw ,as ,0 的 绕 性 组 合 ,并 写 出 a 一 1,5 一 计时 的 表达 式 ; 
(2) a,b 取 何 值 时 ,向 量 不 能 由 向 量 a ,0 ,0 线性 表示 . 
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4. 判断 下 列 向 量 组 的 线性 相关 性 : 


oe ee 


1 1 2 
1 1 1 
2 1 —1 
(3) 中 | 中 ， 1 | a 
0= ,有 一 | —1|,7= ; a 一 | |,p= ,7 二 
1 —1 1 
—1 1 2 
1 —1 —1 


5. 设 向 量 组 ,0s ,… ,Qs(s 之 3) 线 性 无 关 , 指 出 向 量 组 w 十 oa ,ws 十 wa ，,… ,Qs 十 os 是 线 
性 相关 还 是 线性 无 关 并 说 明理 由 . 

6. 设 向 量 a,pB,Y 线性 无 关 , 证 明 向 量 a 一 B,p 十 7,Y 一 @ 也 线性 无 关 . 

7. 设 向 量 w ,az ,…，,w, 线性 无 关 , 而 向 量 w ,a;,…,@; ,PB,Y 线性 相关 , 且 与 7 都 不 能 
由 oal,oz,…，o: 线性 表示 . 证明 qi ,oz ，…，,a:8 与 alya ，… ,Qs ,7 等 价 . 

8. 设 向 量 w ,ws ,…，,ao 线性 相关 ,但 其 中 任意 m 一 1 个 向 量 都 线性 无 关 , 证 明 : 必 存 在 
m 个 全 不 为 零 的 数 k1 ,kz ，… ,km ,使 得 

局 On kG 二 k,n = 0. 
9. 求 下 列 向 量 组 的 秩 及 其 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,并 将 其 余 向 量 用 极 大 线性 无 关 组 线性 


表示 . 
[2 l 2 3 
(1) oa 一 | 4 | ,os | ,Qs 中 中 
L2 0 1 2 
| 6 1 | 7 
4 0 4 L 
(2) mw 一 | 一 1 | ,az 2 |,as 9 | ,as 0 |. 
= 3 =—=16 = 
| 2 —4 22 3 
10. 设 有 向 量 组 
1 3 2 2 
2 2 3 2 
on 一 | 02z 一 1 |， Cs 一 1 0 一 2 
= “sl L =] 


(1) 求 此 向 量 组 的 秩 ,并 讨论 它 的 线性 相关 性 ; 

(2) 求 此 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ; 

(3) 把 其 余 向 量 表示 成 为 该 极 大 线性 无 关 组 的 线性 组 合 . 
11. 求 下 列 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 和 通 解 : 


2z 十 zs 一 7 t+ zs =0, 


2zi 一 4zz 十 5zs 十 3z 一 0， 
(1) 13zil 一 6zz 十 4zs 十 2z 一 0， (2): 
4z1 一 8zs 十 17zs 十 11z 一 0; 


2 一 了 十 zs zx — 2xs =0, 
3z 十 3zs 一 3zs 一 3z 十 4zs 一 0， 


4zl 十 5zs 一 5zs 一 5zi 十 7zs 一 0. 


《<<< 总 习题 3 | 11s) 


12. 求 下 列 非 齐 次 线性 方程 租 的 通 解 : 


zi 十 3z:s 十 z=2, mi 274 二 35 TO— z=1, 
01) mi 一 3 十 z= 一 1, 02) 3z 十 2z 十 Zz 一 z= 二 1 
2z 十 zz 十 7zs 十 274 一 5， 2z 十 2zs 十 2z 一 Zz = 二 1, 
4zl 十 2zs 十 14zs 一 6; 5zi 十 5zs 十 2zs 一 2. 


13. 设 线性 方程 组 为 
zl 二 zi 一 2z: 十 3z 一 0， 
2zl 十 zz 一 6zs 十 4zt 一 一 1， 
3zi 十 2zs 十 azs 十 7zi 一 一 1， 
Zli 一 Zz 一 6zs 一 z=b. 


讨论 a,b 取 何 值 时 ,线性 方程 组 有 解 或 无 解 ,并 在 有 解 时 求 出 全 部 解 . 
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给 阵 的 将 征 值 


本 章 我 们 所 讨论 的 矩阵 均 为 方 阵 . 对 于 方 阵 4, 尽 管 变换 x->Ax 可 能 会 把 向 量 x 往 各 
种 方向 上 移动 ,但 其 中 存在 一 些 特殊 的 向 量 ,A 在 其 上 的 作用 十 分 简单 . 


例如 , 设 A=| ， | ,二 | | 由 hr 2r, 即 4 在 * 上 的 作用 相当 于 将 向 量 拉 介 为 


0 
原来 的 两 倍 . 
在 本 章 中 ,我 们 要 研究 形 如 Ax 二 Xx (4 为 一 数量 ) 的 方程 ,并 且 求 那些 被 A 作用 相当 于 
用 数 乘 作用 的 向 量 , 此 即 为 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 , 它 们 不 仅 在 纯 数 学 和 应 用 数学 中 有 广 
泛 的 应 用 ,并 且 在 工程 设计 .生态 系统 分 析 等 许多 学 科 领 域 中 具有 广泛 的 应 用 背景 . 


4.1 向 量 的 内 积 


4.1.1 内 积 与 性 质 


定义 4.1 设 有 ? 维 向 量 wx 一 [a ,az ,…，,as] ,8 一 [5 六， , 称 
b 


be 


Cab) = or 有 = [aya ya] .|= basbst "tab, = Daib: 
3 i=1 


b, 
为 向 量 g 和 的 内 积 . 
不 难 验 证 内 积 具 有 以 下 性 质 ( 其 中 oa,B,Y 为 n 维 向量 ,k 为 实数 ) : 
(1) (a,P)=(p,0); 
(2) (ka ,Pp)=k(a,P); 
(3) (十 1,Y) 一 CC,Y) 十 (1,7Y); 
(4) (ax,o) 过 0, 当 且 仅 当 wx=o 时 ,有 (cx,a) 一 0. 


4.1.2 向 量 的 长 度 与 性 质 


定义 4.2 设 x=[aa,…，a], 称 
el =VCa;o) 一 Vai 十 性 十 … 十 te 


为 向 量 we 的 长 度 . 
向 量 长 度 具 有 以 下 性 质 : 
(1) | al 过 0, 当 且 仪 当 a=o 时 ,有 lal 一 0; 
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(2) ka | ==|| a (8 为 实数 ); 
(3) 对 任意 维 列 向 量 a 和 pB, 有 (ae, 三 a1 151. 这 一 不 等 式 称 为 柯 西 - 施 瓦 茨 不 
等 式 . 


长 度 为 1 的 向 量 称 为 单 们 向量, 向量] 是 一 个 单位 向 量 , 这 是 因为 | | 一 


二 
Tarlel = 


用 非 零 向 量 a 的 长 度 去 除 向 量 a, 得 到 一 个 单位 向 量 ,这 一 过 程 通常 称 为 把 向 量 w 单 
位 化 . 


4.1.3 正 交 向 量 组 


定义 4.3 如果 两 个 向 量 w 和 8B 的 内 积 等 于 零 , 即 (a, 忆 二 0, 则 称 向 量 & 与 p 正 交 ( 垂 直 ). 
显然 , 若 ga 二 0, 则 w 与 任何 向 量 都 正 交 . 
定义 4.4 ”如 果 非 零 向 量 组 两 两 正 交 , 则 称 该 向 量 组 为 正 交 向 量 组 . 如 果 一 个 正 交 向 量 
组 中 的 每 一 个 向 量 都 是 单位 向 量 , 则 称 该 向 量 组 为 规范 正 交 向 量 组 . 
定理 4.1 正 交 向 量 组 线性 无 关 . 
证 设 @,a,,…,@, 是 正 交 向 量 组 , 且 有 数 ,ks，…,k, ,使 
kiQiTkz0 二 十 k0n =0, 
上 式 两 边 与 向 量 组 中 的 任意 向 量 w; 求 内 积 ,得 
(@iski@i 十 Ra0a 十 … 十 Rn) 一 0， i=1,2,°",n. 
可 得 ki(@i ,0:)=0. 
又 Qi 关 0, 有 (Qi,@;) 之 0, 所 以 二 0Gi 二 1,2,…,n) , 即 ,Gs，…,@ 线性 无 关 . 
一 个 向 量 组 线性 无 关 是 其 成 为 正 交 向 量 组 的 必要 条 件 . 从 一 个 线性 无 关 的 向 量 组 出 发 ， 
求 出 一 个 与 之 等 价 的 正 交 向 量 组 的 方法 , 称 为 施 密 特 正 交 化 方法 . 
对 于 线性 无 关 向 量 组 i ,wz ,… ,@, ,可 按 如 下 两 个 步骤 进行 规范 正 交 化 : 
(1) 正 交 化 , 令 
B=a, 
(@ ,Pp ) 
及 一作 的， 
RN 


On ， On ， Cn ,有 彤 -1 
Be, 人 Es M A 
这 个 过 程 称 为 施 密 特 正 交 化 过 程 . 施 密 特 正 交 化 过 程 可 以 将 线性 无 关 的 向 量 组 mw ， 
o ,…，o 化 为 与 之 等 价 的 正 交 向 量 组 ,Pp ，… ,pp. 
(2) 单位 化 , 令 


Bb Bb, 畏 __Bb, 
a TpT’ 2 Th’ ~ 2 Tp,’ 
则 el ,es，…,e, 是 与 向 量 组 wxi ,az ,…,@, 等 价 的 规范 正 交 向 量 组 . 
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例 1 设 线性 无 关 的 向 量 组 
@=[1,1,1,1], ww 一 [3,3, 一 1, 一 1]7， @=[—2,0,6,8]", 
试 将 wm ,wz ,os 规范 正 交 化 . 
解 ” 利 用 施 密 特 正 交 化 方法 , 令 
B= =[1,1,1,1], 
pe 


(@1,B), Ca,B,) 
Bo (Cp,p)P: Cp,,p,) 


一 [一 1,1, 一 1,1]. 


房 =[3,3, 一 1, 一 1] 和 [1,1,1,1] 一 [2,2, 一 2, 一 2]7， 


[一 2,0,6,8] 一 了 2[1,1,1,1]r 一 二 32[?,?, 一 2, 一 2 了 
4 16 


再 把 它们 单位 化 , 取 
各 和 = 了 [11 
es fp 二 [1,1， 和 一 1 下 
= 3[ j= 
即 得 规范 正 交 向 量 组 el ,e, ,e;. 


例 2 设 a=[1,0, 一 2] 必 一 [ 一 4,2,3]7，c 与 a 正 交 , 且 b= 二 Xa 十 c, 求 A+ 和 <. 
解 c=b 一 Xa, 又 c 与 a 正 交 , 则 (b 一 Aa,a) 二 (b,a) 一 A(a,a) 二 0, 即 
_ (ba) —4—6 


=—2, 


(asa) 1+4 


A 


从 而 c=b 十 24a==[ 一 2,2, 一 1]. 
例 3 设 @ ,az ,as 是 一 个 规范 正 交 向 量 组 , 求 上 4@ 一 2@; 十 4@s | . 


解 ” 由 题 意 可 得 : 
(4ai 一 202 十 40s ,401 一 202 十 403 ) 一 16(ai ai ) 十 4(az ,oz ) 十 16(as ,as ) 一 36. 
于 是 ‖ 4w 一 2c: 十 4os | = VC4o 一 20: 十 40s ,40: 一 2@; 十 4@s) 一 6. 
4.1.4 正 交 算 阵 


定义 4.5 设 nn 阶 方 阵 A 满足 
4I4= 工 〈 即 4 一 一 47)， 

则 称 4 为 正 交 和 矩阵 ,简称 正 交 阵 . 

正 交 和 矩阵 具有 以 下 性 质 : 

(1) 若 4 为 正 交 阵 , 则 4 一 47 也 是 正 交 阵 , 且 |4|==1 或 |A|= 一 1; 

(2) 若 4 和 B 都 是 正 交 阵 , 则 4B 也 是 正 交 阵 . 

定理 4.2 半 阶 方 阵 4 为 正 交 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 其 列 ( 行 ) 向 量 组 是 规范 正 交 向 
量 组 . 

证 设 A=[@i,@，…,0,j, 其 中 ,Gs，…,@ 为 4 的 列 向 量 组 , 则 
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QT Qa onTo 0 a, 
和 QT QO ooTo TO, 
4I4 一 | ，|[o as，…ao] 一 | . | 二 到 
QT QO OO 0 0, 


上 式 等 价 于 
oo 一 1， i=j, 
a izj, 
即 4 为 正 交 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 其 列 向 量 组 是 规范 正 交 向 量 组 . 
类 似 可 证 ,4 为 正 交 矩 阵 的 充分 必要 条 件 是 其 行 向 量 组 是 规范 正 交 向 量 组 . 
例 4 验证 矩阵 


1 一 1 2，… 7 


1 1 1 1 
2 2 :总 2 
证 和 
2 2 2 2 

| 
1 全 

et | 
0 0 ‘=== = 
J 食 


是 正 交 阵 . 

证 PP 的 每 个 列 向 量 都 是 单位 向 量 , 且 两 两 正 交 ,所 以 P 是 正 交 阵 . 

例 5 设 x 为 n 维 列 向 量 ,x'x=1, 令 五 = 了 I 一 2xx' ,证 明 : H 是 对 称 的 正 交 阵 . 

证 因为 HT==(I 一 2xx')' 二 I 一 (2xx')7 二 I 一 2xx' 二 HH, 所 以 

HH= (I—2xx') (TI 一 2xxT) 一 TI 一 2xxT 一 2xxT 十 4x(CXTX)XT 一 工 一 4xXT 十 4xXXT 一 了 
即 五 是 对 称 的 正 交 阵 . 


习题 4-1 
1. 将 下 列 各 组 向 量规 范 正 交 化 : 


一 2 一 2 1 1 0 0 
(Do 1 ,as 0 | ,as 中 (2) “| | 
0 1 2 1 1 1 


2. 判断 下 列 矩 阵 是 否 为 正 交 矩阵 ， 


= 9 1 
(1) 攻 下 3 |1; 


1 3 一 3 


一 
ko 
4 


wy wy wl 


wo wh wh 
| 
wy wo wh 


3. 设 4 是 正 交 和 矩阵 , 试 证 : A* 也 是 正 交 矩阵. 
4. 求 与 向 量 mw 一 [1,1, 一 1,1],w 一 [1, 一 1,1,1],o: 一 [1,1,1,1]7 都 正 交 的 单位 
向 量 . 
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4.2 ”矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 


定义 4.6 设 4 是 ” 阶 方 阵 , 如 果 存 在 数 和 7 维 非 零 列 向 量 x 使 
Ax=Ax 

成 立 , 则 称 4 为 矩阵 A 的 特征 值 , 称 x 为 4 的 对 应 于 特征 值 的 特征 向 量 (或 称 为 4 的 属于 
特征 值 的 特征 向 量 ). 

4x 一 AMx 可 写成 (AI 一 A)x 二 0, 这 是 一 个 含 n 个 未 知 量 n 个 方程 的 齐 次 线性 方程 组 , 它 
有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 |41 一 A|=0. 

称 |41 一 A4|==0 为 矩阵 4 的 特征 方程 , 它 是 以 4 为 未 知 量 的 ”次 方程 ; 称 |ATI 一 4| 为 矩 
阵 4 的 特征 多 项 式 , 记 作 CA). 

显然 ,4 的 特征 值 就 是 特征 方程 的 解 ,特征 方程 在 复数 域内 都 有 解 , 其 个 数 等 于 方程 的 
次 数 (& 重 根 按 个 计算 ) ,因此 ,n 阶 方 阵 4 在 复数 域内 有 n 个 特征 值 . 

定理 4.3 设 n 阶 方 阵 A = (a; ) 的 特征 值 为 Al ,M2 ，… yn ;那么 AlAz …n 一 14| 且 

Ai 十 2 十 … 十 1 一 al 十 azz 十 … 十 an。 

证 略 . 

设 ); 为 方 阵 4 的 一 个 特征 值 ,那么 齐 次 线性 方程 组 (MT 一 4)x=o 的 非 零 解 就 是 A 的 对 
应 于 4; 的 特征 向 量 . 

例 1 设 A 为 n 阶 方 阵 ,证 明 : A7 与 4 的 特征 值 相同 . 

证 1421 一 4|=|1QI 一 4)"|==|X4I 一 47|, 即 A7 与 4 的 特征 多 项 式 相同 ,从 而 A 与 4 
的 特征 值 也 相同 . 

2 


例 2 求 乱 阵 4 一 | 
解 4 的 特征 多 项 式 为 : 


| 的 特征 全 与 特征 向 量 . 


) 一 1 —2 
Br-al=| 
盖 本 ”次 一 和 
所 以 A 的 特征 值 为 MA; 一 一 1,)z 一 5. 
当 ) 必 一 一 1 时 , 解 齐 次 线性 方程 组 (一 I 一 4)x 一 o. 
—2 一 2] 7r [1 1 一 1 
a lk 路 得 基 而 解 系 忆 一 | 中 
所 以 对 应 于 ) 一 一 1 的 全 部 特征 向 量 为 kp1(& 取 0). 
当 X, 二 5 时 , 解 齐 次 线性 方程 组 (5I 一 A)x=o0. 
友 二 2 相关 | 2 1 
s1-A=| _, ,| | 中 得 基础 解 系 p, 一 | 2 |， 
所 以 对 应 于 4 二 5 的 全 部 特征 向 量 为 上 pz(R 天 0). 
一 入 二 在 
= 3 0 
下 0 多 


| 三 (A 十 1) (4 一 5). 


例 3 求 矩 阵 4 一 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
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解 A 的 特征 多 项 式 为 


2+1 —1 0 
lI—Al=| 4 1-3 0 |=Q—2)Q—1)’. 
-1 0 4-—2 
所 以 4 的 特征 值 为 41 二 2,4 二 4 二 1. 

当 ): 一 2 时 , 解 齐 次 线性 方程 组 (2 一 4)x 一 o. 

3 —1 0 1 0 0 0 

2TI 一 4=| 4 一 1 0| 一 >|0 1 0|， 得 基础 解 系 记 一 | 

-1 00 0 0 0 1 


所 以 kp1(k 隆 0) 是 对 应 于 4 二 2 的 全 部 特征 向 量 . 
当 4, 二 %， 二 1 时 , 解 齐 次 线性 方程 组 (I 一 A)x 二 0. 


2 -1 0 1 0 1 一 1 
工人 4 一 2 "| -|o 1 2|， tuna || 
= 0 =1 0 0 0 和 
所 以 &p; (天 0) 是 对 应 于 4s 二 4 二 1 的 全 部 特征 向 量 . 
4 60 
例 4 求 矩 阵 4=| 一 3 一 5 0 | 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
一 3 一 6 1 
解 由 
2—4 一 6 0 
IMT 一 4A| 王 | 3 +5 0 |=( 十 2)( 一 1): 一 0 
3 6 4—1l 


得 A 的 特征 值 为 Ali 一 一 2, 一 13 一 1. 
当 ) 一 一 2 时 , 解 齐 次 线性 方程 组 (一 2 一 人 )x 一 o. 


—6 -6 0 tO 辽 一 1 
-| 3 3 ! 1 一 1 |， 得 基础 解 系 pi 二 | 
3 6 一 3 0 0 0 1 
所 以 有 pi (天 0) 是 对 应 于 ji 一 一 2 的 全 部 特征 向 量 . 
当 X, 二 二 1 时 , 解 齐 次 线性 方程 组 (I 一 人 )x 一 o. 
一 3 一 6 0 1 2 0 一 2 0 
| 3 6 | 0 中 得 基础 解 系 ps 二 中 "| | 
3 60 0 0 0 0 1 
所 以 kzps 十 ksps(kz ,ks 不 全 为 0) 是 对 应 于 Xs 二 Xs 二 1 的 全 部 特征 向 量 . 
这 
例 5 已 知 0 是 4=|0 2 0 | 的 特征 值 , 求 4 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
1 0 a 
解 0 是 4 的 特征 值 , 根 据 定理 2.1 知 |4| 一 0, 即 |4| 一 2 一 2 一 0, 得 一 1. 
2—1 0 一 1 
|AI 一 41| 0 A=2 -0 XGA 一 2)2， 
-1 0 24-—1l 
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所 以 4 的 特征 值 为 :一 0,)* 一 1a 一 2. 


对 应 二 0, 由 
—1 0 -1 101 一 1 
一 4=| 0 一 2 | 1 0 |， 得 基础 解 系 p, 一 | 
-1 0 -1 0 0 0 1 
所 以 kp1(& 隆 0) 是 对 应 于 11 二 0 的 全 部 特征 向 量 . 
对 应 4, 二 Xs 二 2, 由 
1 0 -1 1 0 一 1 0 1 
| 0 0 ! 0 ， 得 基础 解 系 p, 二 | “| 
-10 1 0 0 0 0 


所 以 Ra p2 +ks ps (kz ,ks 不 全 为 0) 是 对 应 于 4 二 4s 一 2 的 全 部 特征 向 量 . 
例 6 设 4 是 方 阵 A 的 特征 值 ,证 明 : 
(1) kACk 是 常数 ) 是 A 的 特征 值 ; 
(2) 对 正 整 数 mCm 宇 2) ,2”" 是 A” 的 特征 值 ; 


(3) 着 4 可 滥 , 则 六 是 A 的 特征 值 


证 由 题 意 ,有 x 关 0, 使 Ax= 二 Xx ,于 是 
(1) (kA)x=k(Ax) 二 k(Ax) 二 (kA)x, 即 kA 是 kA 的 特征 值 ; 


(2) A"x 二 A"!1(Ax) 一 144"!1x 一 44"*(Ax) 一 AA" ?x 二 … 二 A"x, 即 X” 是 A” 的 特 
征 值 ; 

(3) A 可 逆 时 ,由 Ax 二 Xx, 有 x 二 X44 一 x. 又 x 天 o, 则 4 关 0, 于 是 ,4-1x 一 x， 即 六 是 
4 一 的 特征 值 . 


由 此 例 易 知 p(X) 是 (4) 的 特征 值 , 其 中 ,p(A) 王 am" 十 ao- 十 … 十 ai 十 ao 是 4 的 
多 项 式 ,p(4) 一 an4" 十 av -li4" :十 … 十 ai4 十 cof 是 方 阵 4 的 多 项 式 . 

例 7 设 三 阶 方 阵 4 的 特征 值 为 一 1,2,3, 求 14: 一 24 十 3I|. 

解 设 p(4)=43: 一 24 十 3T, 则 p() 一 1 一 2 十 3 是 (4) 的 特征 值 ,可 得 pg( 一 1) = 二 4， 
9(2) 一 7,p(3) 一 24, 于 是 |4: 一 24 十 3T| 一 4X7X24 一 672. 

定理 4.4 设 X1,X4,，… ,4 是 方 阵 4 的 m 个 特征 值 ,pi ,pz，…,pn 依次 是 与 之 对 应 的 特 
征 向 量 ,如 果 X1 ,2 ，…，,w 各 不 相等 , 则 pi ,pz，…,pw 线性 无 关 . 

证 用 数学 归纳 法 . 

当 m==1 时 , 因 特 征 向 量 p, 取 0, 故 只 含 一 个 向 量 的 向 量 组 p, 线性 无 关 . 

假设 当 m=k 一 1 时 结论 成 立 , 要 证 当 m= 二 k 时 结论 也 成 立 , 即 假设 向 量 组 pi , ps ,…， 
Pi 线性 无 关 , 要 证 向 量 组 了 1，P2z，…，Pk 线性 无 关 . 为 此 , 令 


TiPit+zpzt "Tzipi =o, (4.1) 
用 4 左 乘 上 式 , 得 
Zl14P 十 zz4Apz 十 … 十 zip 一 0， 
即 Zhi pi 十 Zzhzpz 十 … 十 ZMzpt 一 0. (4.2) 
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(4. 2) 式 减 去 (4. 1) 式 的 倍 ,得 
2 一人) Pi 十 zz (1 一人) pz 二 xi 1 一 人)Pi1 一 0. 
按 归纳 法 假设 pi ,ps ，…，,Pi-; 线 性 无 关 ,故去 (一 和 ) 一 0G 一 1,2， 光一 1). 而 入 一 入 天 0(i 一 
1,2,…, 一 1), 于 是 得 二 一 0G 一 1,2,…, 一 1), 代 入 (4.1) 式 得 zp 二 0, 而 pi 隆 0, 得 zx 二 0. 因 
此 ,向 量 组 pi ,ps ,… ,ps 线性 无 关 . 


习题 4-2 
1 323 3 

1. 求 矩 阵 4=|2 1 3 | 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
对 


2. 设 4: 一 44 十 3I 王 0O, 证 明 : 4 的 特征 值 只 能 取 1 或 3. 
3. 设 三 阶 方 阵 4 的 特征 值 为 1, 一 1,2, 求 : 

(1) B= 二 =A? 一 54 十 2I 的 特征 值 ; 

(2) |B|; 

(3) |A—51|. 

4. 设 n 阶 方 阵 4 满足 4? 二 4, 求 4 的 特征 值 . 


4.3 ”相似 矩阵 


4.3.1 相似 矩阵 的 概念 


定义 4.7 设 4,B 都 是 ” 阶 方 阵 , 若 存在 可 逆 矩 阵 已 ,使 P-14P 王 了, 则 称 召 是 4 的 相 
似 和 矩阵 ,或 称 和 矩阵 4 与 B 相似 , 记 作 4 一 也. 

对 A 进行 P 1AP 运算 称 为 对 A 进行 相似 变换 ,可 逆 和 矩阵 一 称 为 相似 变换 矩阵 . 

和 矩阵 的 相似 关系 是 一 种 等 价 关系 ,满足 : 

(1) 4 一 4. 这 是 因为 4 一 三 4 工 

(2) 车 4A~B, 则 了 B~A4. 由 4 下 可 知 ,存在 可 逆 和 矩阵 也 ,使 P-14P 一 了 ,于 是 ,4 一 PBP-: 一 
(P-1) -1BP"! ,Bh B~A. 

(3) 车 A~B,B~C, 则 A~C. 由 A~B,B~C 可 知 ,存在 可 道 矩 阵 P,Q 使 得 B= 二 P 1AP， 
C=0-1BQ, 于 是 C=Q-!P "1APQO 一 (PQ) “1A(PQ), 即 A~C. 


4.3.2 相似 矩阵 的 性 质 


性 质 1 若 4~B, 则 r(C4)=r(B) ,14| 王 | 了 |. 
证 由 4~ 子 知 , 存 在 可 逆 和 矩阵 忆 , 使 P-14P 一 下 ,由 和 矩阵 秩 的 性 质 可 知 
r(A)=r(B), | 了 3 王 |P-14P| 王 |P-:|14|1PI 王 |4|. 
性 质 2 ”相似 矩阵 的 可 逆 性 相同 , 当 它们 可 逆 时 ,它们 的 逆 矩 阵 也 相似 . 
证 若 4 一 了 B, 则 |4| 王 | 了 3|, 即 4 与 如 的 可 逆 性 相同 . 若 4 一 了 且 都 可 逆 , 则 存在 可 着 矩 
阵 P 了 ,使 P 1AP=B, 于 是 ,B 1!=(P "1AP) 1!=P 1A "1(P 1) !==P 1A 1P, 即 A 1~B-1. 
定理 4.5 若 n 阶 方 阵 A 与 B 相似 , 则 4 与 B 的 特征 值 相同 . 
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证 由 4 一 了 知 ,存在 可 逆 和 矩阵 卫 , 有 P-14P 一 也 ,于 是 
| 一 了 一 |AT 一 P-14P| 一 |P-CADP 一 P-14P| 一 |P-: GOT 一 人 )PP| 
一 |P-:| | 一 4||P| 一 |AT 一 4|， 

即 4 与 B 的 特征 多 项 式 相同 ,从 而 4 与 B 的 特征 值 相同 . 

推论 若 n 阶 方 阵 4 与 对 角 阵 A 二 diagCX41 ,4s，…,24,) 相 似 , 则 ,Xs，…,4, 就 是 4 的 n 
个 特征 值 . 

证 因为 4,4,…,4, 是 A 的 nn 个 特征 值 ,根据 定理 4.5,74 ,4 ，,…,4, 也 是 A 的 个 特 
征 值 . 


4.3.3 矩阵 的 对 角 化 


定义 4.8 设 4 是 ” 阶 方 阵 , 若 存在 ” 阶 可 逆 矩 阵 己 ,使 得 
P-14P 一 diag(Ch ha，… ns) ， 
则 称 4 可 以 相似 对 角 化 ,简称 A 可 对 角 化 . 
关于 和 矩阵 4 对 角 化 , 需 考虑 以 下 几 个 问题 : 
(1) n 阶 方 阵 A 可 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 什么 ? 
(2) 车 P-!AP==A, 则 和 矩阵 了 应 如 何 求 出 ? 
(3) 若 4 可 对 角 化 ,那么 ,对 角 矩 阵 A 的 结构 如 何 ? 
定理 4.6 nn 阶 方 阵 A 可 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 4 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 


证 (必要 性 ) 若 4 与 
人 
as 
A= 
相似 , 则 存在 阶 可 逆 矩 阵 P, 使 得 P "1AP=A. 设 P=[pi ,ps，…,p,], 则 由 AP=PA 得 
A 
Az 
ALpi ,ps,***, pn]=Lpi, pz,"*, pn] ; 
A 
即 
APi 一 Ai 加 :， 1 一 1，2，… ,n. 


因 P 可 逆 , 则 |P| 关 0, 得 六 (一 1,2,…,z) 都 是 非 零 向 量 , 故 pi ,ps，…,p, 都 是 4 的 特 
征 向 量 , 且 它们 线性 无 关 . 
(充分 性 ) 设 pi ,p;，…,p, 为 4 的 n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,它们 所 对 应 的 特征 值 为 
X15h2，… hs， 则 有 Ap; 二 Xip;(i==1,2,*… sn). 
令 P=[pi ;Pz，…,pnj; 易 知 卫 可逆, 且 
AP =ALpi ,pz，…po] 一 [AP ,Apa，…,Apo] 一 [ipi apa，…， sp] 
Al 


A 
=Lpi,pz,", pa] , =PA. 
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用 P71! 左 乘 上 式 两 端 得 P “1AP 一 A, 即 A 与 A 相似 . 

推论 若 n 阶 方 阵 4 的 个 特征 值 互 不 相等 , 则 4 可 对 角 化 . 

注 当 A4 的 特征 方程 有 重 根 时 ,就 不 一 定 有 ?个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 此 时 ,4 不 一 定 
能 对 角 化 . 例如 在 4. 2 节 例 3 中 A 的 特征 方程 有 重 根 ,确实 找 不 到 3 个 线性 无 关 的 特征 向 
量 ,因此 4.2 节 例 3 中 的 4 不 能 对 角 化 ;而 在 4.2 节 例 4 中 4 的 特征 方程 也 有 重 根 , 但 能 找 
到 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,因此 4. 2 节 例 4 中 的 4 能 对 角 化 . 


例 1 设 
—4 —6 0 
A=| 3 5 
2 6 一 1 
间 zx 取 何 值 时 ,4 能 对 角 化 . 
解 由 
2+4 6 0 
1MT 一 4| 3 AM 一 5 0 |=Q+1)’*Q—2), 
一 z 一 6 4+l 


得 Mi 一 2,hz 一 人 3 一 一 1. 

对 应 于 :一 2, 可 求 得 线性 无 关 的 特征 向 量 有 1 个 , 则 4 能 对 角 化 的 充 要 条 件 是 对 应 于 
hz: 一 3 一 一 1, 有 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 即 齐 次 线性 方程 组 (一 I 一 A)x* 一 o 有 两 个 线性 无 
关 的 解 , 亦 即 r( 一 I 一 A) 一 1, 由 


3 60 3 60 
I—A 3 oe me 
—zr —6 0 0 00 


例 2 已 知 p=[1,1, 一 1J? 是 矩阵 


2. 二 让 2 
| 5 a :| 
一 | b=2 
的 一 个 特征 向 量 . 


(1) 求 a,5 及 p 所 属 的 特征 值 ; 
(2) 4 是 否 可 对 角 化 ? 
解 (1) 由 Ap 二 Xp 得 


即 
2 一 1 一 2 一 1， 
| 


一 1 十 十 2 一 一 1. 
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解 得 三 一 1,a 王 一 3,8 一 0. 


(2) 由 
2—2 1 一 2 
MT 一 4| 王 | 一 5 1+3 一 3 |=Q+1)’, 
和 0 2+2 
知 ) 一 一 1 是 4 的 3 重 特征 值 . 由 于 
—3 1 一 2 站 于 
I—A 5 2 —3|—>o 1 1|， 
10 1 0 0 0 
有 (一 I 一 4) 一 2, 从 而 属于 1 一 一 1 的 线性 无 关 的 向 量 只 有 1 个 ,所 以 A 不 能 对 角 化 . 
例 3 设 
4 60 
A=|—3 —5 0|， 
—3 一 6 1 
判断 4 是 否 可 对 角 化 , 若 能 , 求 出 相似 变换 矩阵 P. 
解 由 
一 4 一 6 0 
IMT 一 AI=| 3 1+5 0 |=Q+2)Q—1)’, 
3 6 ) 一 ! 


所 以 A 有 特征 值 M: 一 一 2,)z 一 0a 一 1. 
对 应 二 一 2, 解 齐 次 线性 方程 组 (一 21 一 A)x 二 0, 得 基础 解 系 pi 二 [一 1,1,1]"; 
对 应 2 二 hs 二 1, 解 齐 次 线性 方程 组 (I 一 A)x 二 0, 得 基础 解 系 了 2 一 [一 2,1,0]7 ,ps 本 


[0,0,1]?. 
所 以 A 有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 pi ,ps ,ps ,从 而 4 可 对 角 化 : 以 pi ,p: ,ps 作为 列 
向 量 , 得 
-1 =2 0 一 2 0 0 
P=| 1 1 0|， 且 PAP=| 0 1 0|. 
1 01 001 


注 ”对 角 和 矩阵 中 特征 值 的 排列 次 序 与 矩阵 P 中 相应 的 特征 向 量 的 排列 次 序 一 致 ,在 本 
节 例 3 中 ,车 以 p; ,pi ,ps 为 列 向 量 , 作 


—2 一 1 0 00 
P=| 1 1 0|， 则 PT'AP=|0 一 2 0|. 
0 11 0 01 


= 
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习题 4-3 
1. 设 A,B 都 是 n 阶 方 阵 , 且 |A| 隆 0, 证 明 : 4B 与 BA 相似 . 
2 0 1 
2. 设 和 矩阵 4 王 | 3 1 z | 可 相似 对 角 化 , 求 z. 
4 0 5 
2 0 0 2 0 0 
3. 设 矩 阵 4=|0 0 1 上 与 4=|0 y 0| 相 似 , 求 > 
0 1 z 0 0 一 ! 
3 2 -1 
4. 已 知 和 矩阵 A==|a 一 2 2 |, 如 果 有 和 的 一 个 特征 值 4; 对 应 的 一 个 特征 向 量 pi = 
3 0 一 ! 
, 求 a,6 及 1. 


3 


4.4 实 对 称 矩 阵 的 对 角 化 


一 个 n 阶 方 阵 具备 什么 条 件 才 能 对 角 化 ?这 是 一 个 较 复 杂 的 问题 . 我 们 对 此 不 进行 一 


般 性 的 讨论 ,本 节 仅 讨论 当 4 为 实 对 称 阵 的 情形 . 


定理 4.7 实 对 称 阵 的 特征 值 都 是 实数 . 
证 假设 复数 是 对 称 阵 4 的 特征 值 , 复 向 量 x 为 对 应 的 特征 向 量 , 即 Ax 一 MAx,x 天 o. 


用 4 表示 4 的 共 二 复数 ,x 表示 x 的 共 配 复 向 量 , 则 


Ax=Ax=(Ax)= (Ax)=Ax. 


于 是 有 


元 71AX 一 元 7(4AX) 一 元 "MAx 一 人 元 7， 


XIAx=(x'AT)x=(AX)Tr= (Mr) r=ArT x. 


两 式 相 减 ,有 


QA—AxTx=0. 


但 x 关 o, 所 以 7 = Da -> |zi |? 关 0. 故 4 一 X= 二 0, 即 1 二 Xi, 这 说 明 4 是 实数 . 


显然 , 当 特 征 值 A; 为 实数 时 ， 齐 次 线性 方程 组 
(AT 一 4A)x 一 0 


是 实 系数 线性 方程 组 ,由 |AI 一 人 |=0 知 必 有 实 的 基础 解 系 ,所 以 对 应 的 特征 向 量 可 以 取 实 
向 量 . 


定理 4.8 设 ): ,hs 是 实 对 称 阵 4 的 两 个 特征 值 ,pi ,ps 是 对 应 的 特征 向 量 , 若 41 隆 4;， 
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则 pi 与 正 交 . 

证 Api 一 如 pi, 故 p23Api 一 pipi. 又 Aps 一 A2p:，,A" 一 A, 所 以 

piApi=piA’ pi=(Ap:)" pi= (hp2)" pi=Ahzpipi, 

即 (CN 一 Miz)p Pi 一 0. 

但 儿 关 A, 故 pip 一 0, 即 pi 与 p; 正 交 . 

推论 若是 实 对 称 阵 A 的 特征 方程 的 & 重 根 , 则 (XI 一 A)==n 一 ,从 而 对 应 于 特征 
值 4 恰 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

定理 4.9 设 A 为 n 阶 实 对 称 阵 , 则 必 有 正 交 阵 P, 使 P 1AP= 二 PTAP 二 A, 其 中 ,A 是 以 
A 的 nn 个 特征 值 为 对 角 元 的 对 角 阵 . 

根据 上 述 结论 ,可 得 到 将 对 称 阵 4 对 角 化 的 步骤 : 

(1) 求 出 4 的 全 部 互 不 相等 的 特征 值 4,X,,…,4,, 它 们 的 重 数 依次 为 & ,ks，… ,kk 
(十 ks 十 … 十 ks 二 n). 

(2) 对 每 个 特征 值 4; ,由 齐 次 线性 方程 组 (XI 一 A)x==o 求 出 基础 解 系 (特征 向 量 ) ,这 
样 ,总 共 可 求 得 ”个 特征 向 量 . 

(3) 将 这 些 特 征 向 量 正 交 化 .单位 化 . 

(4) 以 这 些 单位 向 量 作 为 列 向 量 构 成 一 个 正 交 阵 P, 有 P :4P 一 PT4P 一 人 . 

注 PP 中 列 向 量 的 排列 顺序 与 4 中 对 角 线 上 的 特征 值 的 排列 顺序 相对 应 . 

例 1 设 矩 阵 


一 2 2 2 
A=| 2 1 4 


2 4 1 
求 正 交 矩阵 ,使 CO .40 为 对 角 矩 阵 . 
解 4 的 特征 多 项 式 为 


1MT 一 4| 2 A=1 4 | 一 (A 十 3)2(A 一 6)， 
—2 一 4 24—1l 
所 以 A 的 特征 值 为 ;一 1 一 一 3 一 6. 
对 应 1 二 Xs 二 一 3, 解 齐 次 线性 方程 组 (一 31 一 A)x 二 0, 得 基础 解 系 mw 一 [ 一 2,1,0]， 


0 一 [一 2,0,1]7; 
对 应 4, 二 6, 解 齐 次 线性 方程 组 (61 一 A)x= 二 0o, 得 基础 解 系 ws 一 [1,2,2]7. 
把 向 量 组 正 交 化 ,有 
于 一 四 一 [一 2,1,0]7， 
(oz ,及 ) T_ 4 发 基 在 和 
及 一 os CB BP [一 2,0,1] 了 一 计 [ 一 2,1,0] [ 5， 5 1] . 


再 将 向 量 记 ,pi 单位 化 ,得 


- 修 T-|- 襄 . 吉 中 -TT-| -于 | 
"Tl Tid 3 上 ”3 "361: 
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对 于 ws 一 [1,2,2]? ,只 需 单位 化 ,有 


as 
令 和 矩阵 
= 
V5 3Y5 3 
Q=[ei,e;,e;]= Se 2 |， 
5 2 
0 本 3 
则 
一 3 0 0 
| 0r :=3 | 
0 0 6 


2 二 
例 2 | | 
一 下 2 
解 因 A 对 称 , 故 A 可 对 角 化 , 即 有 可 逆 和 矩阵 王 及 对 角 阵 4 ,使 P 'AP 一 A. 于 是 A= 


PAP-: ,从 而 4 一 PA"P-:， 
由 


A~—2 -| 
al- =o-pora， 


得 A 的 特征 值 M; 一 1,? 一 3. 于 是 


时 


对 应 二 1, 由 
-1 1];, [1 -1 
| | | 得 下 一 [Tri 
1 一 ! 0 0 
对 应 Xs 三 3, 由 
ii eh 
ar-4=| ， i 路 得 ps==[1, 一 1]". 
并 有 


P=[P,p=| ， 让 再 求 出 P-:- | ， 


sparp"'=|} | of i | 
211 -1jLo 3 ji 下 211—3* 1 上 +3" 


于 是 
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例 3 设 4, 了 都 是 ” 阶 实 对 称 矩 阵 , 且 存在 正 交 矩阵 了 ,使 P :4P 及 P-BP 都 是 对 角 
阵 , 证 明 : AB 是 实 对 称 矩 阵 . 
证 依 题 意 , 有 
了 -14P 王 diag(i ,hn)， P 1!BP= diag(p yp sr) 
其 中 Ai 分 别 是 A »B 的 特征 值 , 则 
(P AP)(P 'BP)=(P BP)(P 'AP)= diag Mp *** ,Mnpn )» 
即 有 AB= 二 BA, 所 以 (4B)" 二 BTA7 一 BA 一 AB, 即 AB 是 实 对 称 和 矩阵 . 


习题 4-4 
求 正 交 和 矩阵 P, 使 P-14P 为 对 角 阵 : 
4 0 0 1 —2 0 
(1) A=|0 3 | os|- 2 一 2 |. 
人 下- 光 0 —2 3 


4.5 ”矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 MATLAB 求解 


计算 矩阵 A 的 特征 值 和 特征 向 量 的 MATLAB 函数 是 eig(A), 常 用 的 调用 格式 有 
两 种 : 

(1) E=eig(A) : 求 矩阵 A 的 全 部 特征 值 ,构成 向 量 E. 

(2) [V,D]=eig(A): 返回 特征 值 矩阵 D 和 特征 向 量 和 矩阵 V. 特征 值 矩 阵 D 是 以 A 的 
特征 值 为 对 角 线 元 素 生成 的 对 角 阵 . 矩阵 A 的 第 i 个 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 是 矩阵 V 的 


第 i 列 列 向 量 . 
nt 
例 1 求 矩 阵 4=| 1 2 0 | 的 特征 值 及 特征 向 量 . 
7 3 
解 在 MATLAB 命令 窗口 输入 以 下 命令 : 
(1) 输入 矩阵 . 
>> A=[-211;120;-413] 
A= 
-2 全 1 
2 0 
-4 二 3 
(2) 输入 EE 二 eig(A) , 求 特征 值 . 
>> E= elig(R) 


卫 = 
一 1.3028 
2.3028 
2.0000 
于 是 得 矩阵 4 的 特征 值 为 1; 一 一 1.3028 ,一 2. 3028 ,hs 一 2. 
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(3) 输入 LV,D] 二 eig(A) , 求 特征 向 量 . 
>> [VD] = eig(CN) 


V = 
0.6914 一 0.2783 0.0000 
一 0.2094 一 0.9193 一 0.7071 
0.6914 一 0.2783 0.7071 

D = 
一 1.3028 0 0 
0 2.3028 0 
0 0 2.0000 


所 以 特征 值 4, 二 一 1. 3028 对 应 的 特征 向 量 为 


0.6914 
= | 
0.6914 
一 0.2783 
0 se| 


一 0.2783 


0 
一 07071 | 
0.7071 


特征 值 ,二 2. 3028 对 应 的 特征 向 量 为 


特征 值 :一 2 对 应 的 特征 向 量 为 


习题 4-5 
利用 MATLAB 求 下 列 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 : 
1 -2 2 2 10 
oo- -2 4 | 0 1 中 
2 4 一 ? -1 11 
总 习题 4 


1. 设 a=[1,2, 一 1]?,p=[1,1,3J* ,y=[0,1,2J*. 

(GD) 求 lcl, 1581,171 及 Cpc,y7); 

(2) 问 w 与 及 w 与 7 是 否 正 交 . 

2. 已 知 由 一 [1,1,2,3]7,o: 一 [一 1,1,4, 一 1], 求 与 w ,as 都 正 交 的 向 量 . 

3. 设 向 量 w ,as ,os 线性 无 关 , 非 零 向 量 有 与 wi ,as ,as 均 正 交 , 试 证 明 w ,as ,os , 线 
性 无 关 . 
1 —3 3 
3 a 3 
6 一 6 56 


4. 设 和 矩阵 A 二 有 特征 值 4 二 一 2,4, 二 4, 试 求 参数 a,b 的 值 . 
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5. 已 知 三 阶 和 矩阵 4 的 特征 值 是 1, 一 2,3, 则 (24) 一 的 特征 值 是 9 
6. 设 和 矩阵 4 与 也 相似 ,其 中 


也 = 1 2 
A=| 2 4 —2|, -| 2 ， 
一 3 一 3 a b 


求 a,5 的 值 ,并 求 可 递 矩阵 也 ,使 得 P 4P 一 也 . 
7. 计算 向 量 与 有 的 内 积 : 
(1) w 一 [1, 一 2,2]7 ,5 一 [2,2, 一 1]7; 


Go 人 De 1| -| £, 部 避让 |， 


2 
8. 将 下 列 线性 无 关 的 向 量 组 正 交 化 : 
(1) wm 王 [1,2,2, 一 1] ,ws 一 [1,1, 一 5,3] ,as 一 [3,2,8, 一 7]7; 
(2) @ 一 [1, 一 2,2]T,a: 一 [一 1,0, 一 1]7,as: 王 [5, 一 3, 一 7]7. 
9. 设 方 阵 4 满足 Aui 王 ai ,4a: 一 o,4as: 一 一 os ,其 中 


| 


On 
求 矩 阵 A. 
10. 判断 下 面 的 矩阵 是 否 为 正 交 阵 : 
1 二 8 -4 
| 9 9 9 
2 2 8 1 _4 
(1) 0= (2) 0=| 一 二 ”二 一 评 |. 
1 大 i 9 9 9 
2 2 -4 _4 了 
9 9 9 


11. 求 正 交 阵 Q, 使 0 40 为 对 角 和 矩阵 : 
1 
$l 
4 1 济 


(1) 4 一 ; (2) 4 一 


3 2 4 
2 0 :| 
4 2 3 


12. 若 4 阶 拭 阵 A 与 B 相似 ,矩阵 4 的 特征 值 分 别 为 二 ,于 , 工 ,二 ,计算 ， 


二 由 
(1) 14 al 


三 下 
; (2) 14 5 


(3) 14 一 6T|; (4) | 了 -一 3T|. 

13. 设 三 阶 实 矩 阵 4 的 特征 值 是 1,2,3, 和 矩阵 4 的 对 应 于 1,2 的 特征 向 量 分 别 为 
一 [一 1, 一 1,1]， ww 一 [1, 一 2,1]7. 

(1) 求 4 的 对 应 于 特征 值 3 的 特征 向 量 ; 

(2) 求 矩 阵 A. 
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14. 已 知 向 量 


的 逆 矩 阵 4“ 的 特征 向 量 , 试 求 . 
15. 设 矩 阵 4 是 寡 等 矩阵 , 即 人 一 人 , 试 证 明 4 的 特征 值 只 有 1 和 0. 


在 解析 几何 中 , 当 有 心 二 次 曲线 的 中 心 与 坐标 原点 重合 时 ,其 一 般 方程 是 az: 十 2azy 十 
cy 二 1. 为 了 便于 研究 这 个 二 次 曲线 的 几何 性 质 ,可 以 通过 适当 的 坐标 变换 
X=ucos0—vsing, 
Dew, 
把 方程 化 为 不 含 =,y 混合 项 的 标准 方程 : 
mu +nv=1. 
例如 ,方程 13z? 十 10zy 十 13y 二 72. 通过 坐标 旋转 变换 
2 _v2 


z= 宛 一作。 
2 2 


yt 


则 得 此 方程 在 新 的 wo 坐标 系 下 的 方程: 二 十 铺 一 1. 


上 述 问题 从 几何 上 看 ,就 是 通过 坐标 轴 旋 转 , 消 去 交叉 项 ,使 之 成 为 标准 方程 . 
本 章 将 把 这 类 问题 一 般 化 ,讨论 几 个 变量 的 二 次 多 项 式 的 化 简 问 题 . 


5.1 基本 概念 


5.1.1 二 次 型 的 概念 
定义 5.1 含有 7 个 变量 zi ,zs，…,z, 的 二 次 齐 次 函数 


jz za Za) 一 a14 十 2alzzizs 十 … 十 2alnzize 十 az 好 十 … 十 2azszzzn 十 
as3 妈 十 … 十 2asszszn 十 … 十 am (5.1) 
也 可 记 为 
Dasz? 十 2 3 ayTiTjs 
i=1 1<i<j<n 
称 为 n 元 二 次 型 ,简称 二 次 型 . 当 ai 为 复数 时 ,了 称 为 复 二 次 型 ; 当 ai 为 实数 时 ,了 称 为 实 二 
次 型 . 
本 章 只 讨论 实 二 次 型 ,以 下 所 提 的 二 次 型 均 为 实 二 次 型 . 例如 
fz1,72 73)=271—372 二 5z3 二 27z17x2 一 47T27s 
J(Czi zzyzs) 一 好 一 Zizz 十 zz7s 


都 是 二 次 型 . 
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5.1.2 二 次 型 的 矩阵 表示 


在 (5.1) 式 中 , 取 a; =aj, 由 zizxj = 二 zjzi 《i<j), 则 2a5zizi 一 apzizi 十 aizizi 于 是 
(5.1) 式 可 改写 为 
fz1sT29°%" 3 Tn) =anzftarziz tanriTa tartzi1tan 十 … 十 
QznT2Tn 十 十 Qn TnT1 十 QnzZnT2 十 "十 QnnX? 
一 Z1(aazZl 十 alzzz 十 … 十 anzn) 十 
Za (asl7Z1 十 azzTZ2 十 … 十 aznZn) 十 … 十 


Ta(anaZI 十 an2Z2 十 … 十 amnZn) 


QI a Qln || Z1 
Q2 ld22 “” Qzn || Xz 
一 (zlyzz，…yTZn) 
Qn ln dm LTZn 
=x'Ax, 
1 QI11 a Qln 
2 Q21 ld22 Q2n 
X 一 ， 4 一 三 
Tn Qn Qnr2 “” Qm 


称 一 xT4x 为 二 次 型 的 矩阵 形式 ,矩阵 4 称 为 该 二 次 型 f 的 矩阵 ,二 次 型 f 称 为 矩阵 A 的 
二 次 型 . 矩阵 4 的 秩 称 为 二 次 型 f 的 秩 . 


注 (1) 二 次 型 的 矩阵 4 总 是 对 称 矩 阵 , 即 47 一 4. 
(2) 二 次 型 f 与 矩阵 A 相互 唯一 确定 , 即 : 

若 xT4x=xTBxr, 且 4I 一 4, BT 一 B, 则 4 一 也 . 

例 1 二 次 型 好 一 丰 一 4zizs 十 2zizs 十 2zzzs 的 矩阵 为 


二 和 所 和 尔 世 
A=|—2 一 1 1|; 
1 0 


反之 ,上 述 对 称 和 矩阵 4 的 所 对 应 的 二 次 型 为 


XIThAx 一 (zliyzayzs)| 一 2 1 1 


Zs | 一 好 一 好 一 4zlzs 十 2zizs 十 2zszs。 
1 1 ollz, 
例 2 求 二 次 型 f(z,y,z) 二 zx? 十 2y? 十 3z? 一 2zy 十 2 V2zz 的 秩 . 
解 ” 先 求 二 次 型 的 矩阵 . 由 
1 一 1 V2|rz 
flzsysz)=(zsysz)| 一 1 2 0 


V2 0 3jz 
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所 以 
1 一 1 V2 
4 一 | -1 2 0 
V2 0 3 
对 4 作 初 等 变换 : 


1 -1 | [1 -1 v2 
4~|0 1 o 1 好 


0 v2 1 0 0 = 
即 r(4) 王 3, 所 以 二 次 型 f 的 秩 为 3. 


5.1.3 矩阵 合同 


设 myz，…ziyyy yy 是 两 组 变量 ,关系 式 
ZI 一 Cl11y1 十 czyz 十 … 十 comyn 9 
2 一 Ca 十 czzyz 十 … 十 canyny 


Tr 一 ca31 十 cy2 十 … 十 cmyw 
称 为 由 zi ,zs，… ,zs 到 y1 ,ys，…，,y, 的 一 个 线性 变换 ,矩阵 


Cn Cn2 “Cnn 

称 为 线性 变换 矩阵 , 记 作 x 二 Cy. 当 C 可 逆 时 , 称 该 线性 变换 为 可 逆 线 性 变换 . 

对 于 二 次 型 f 二 xTAx, 作 可 道 线性 变换 x 一 Cy, 可 将 其 转化 为 

f=x'Ax=(Cy)TA(Cy)=y' (CTAO)y. 

而 (CTAO) "二 CTAT(CT)T 二 CTAC, 记 B= 二 CTAC, 则 f= 二 y(CTAOC) y= 二 y7By 仍 是 关于 yi， 
Ve 的 二 次 型 . 

关于 A 和 了 的 关系 ,给 出 如 下 的 定义 . 

定义 5.2 对 于 x 阶 方 阵 A 和 了 3, 若 存在 ” 阶 可 逆 和 矩阵 C ,使 得 CT4AC= 了 3, 则 称 和 矩阵 A 
合同 于 和 矩阵 了 3 ,或 称 4 与 也 合同. 

合同 矩阵 具有 如 下 的 基本 人 性质: 

(1) 自 反 性 任意 方 阵 4,4 合同 于 4 ,因为 三 AI 一 4. 

(2) 自称 性 若 A4 合同 于 B, 则 BB 合同 于 A. 

因为 若 了 =Cr4C, 则 4 一 (Cr)-1BC 一 (C-1)T7BC 1!. 

(3) 传递 性 若 4 合 同 于 了 B,B 合 同 于 C, 则 4 合同 于 C. 

因为 车 B=PTAP, ,C= 二 PIBP; , 则 


C=Pi (PTAP)P;= (Pi,P;,)TA(PP;,). 
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例 3 设 二 次 型 f 一 刀 一 好 十 2zizs 十 2zazs, 作 可 逆 线 性 变换 


Xl 1 一 2 入 
四 上 下 2 3 9 
Ts 0 0 一 1]JLys 


求 出 新 的 二 次 型 . 
1 1 0 
解 二 次 型 了 的 矩阵 为 4 一 | 1 一 1 1 ae 
0 1 0 
1 1 一 217T1 1 站 让 1 lL =2 | 2 0 
ce- L :| | -= 中 1 站 2 2 -| 
0 0 一 141L0 100 0 二 1 ee 


所 以 新 的 二 次 型 为 f=yf 十 2y3 一 12y8 十 4y1ys 一 10yzys. 
习题 5-1 


1. 判断 下 列 哪些 是 二 次 型 : 

(1) FGzyyyz) 一 2z2 十 %2 十 zz 一 yz 

(2) f(z,y)=z’ Ty +5r; 

(3) (ziyzsyzsy zi) 一 ZlZz 十 ZaZs 十 ZI1Z43 

(4) FFCzyyyz) 一 2 夺 一 史 十 2zy 十 yz 十 对. 

2. 写 出 下 列 二 次 型 的 矩阵 形式 : 

(1) FGzyyyz) 一 2 一 2%2 十 2zy 十 4zz 十 于 一 2yz3 


(2) (ziyzayzsyz) 一 好 一 好 十 码 十 丰 十 2zlzs 一 2zlzs 十 4zzZu。 


1 —1 一 3 
5 Sen -1 0 “1 | 所 对 应 的 二 次 型 . 
—3 1 -1 
1 4 2 
4. Sh=Ka fm 2 3 jxr 的 对 称 和 矩阵 . 
6 5 3 
2 3 
5. some 0 “0 |x 的 秩 . 
1 2 一 1 


6. 设 二 次 型 F(zi ,za ,zs) 一 2zi2 十 zz 一 4zlizz 一 4zzzs 分 别 作 下 列 可 逆 线 性 变换 , 求 
出 新 的 二 次 型 


1 1 | 四 1 一 ! 
0 1 —2|y; (2)x=| 0 1 一 ! 
0 0 1 0 0 1/2 
7. 车 n 阶 矩 阵 A 与 B 合同 , 则 (  ). 

A. A=B B. A~B C. |4|=|B| D. r(A)=r(B) 


(1) w= 了 
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5.2 二 次 型 的 标准 形 


定义 5.3 ”如 果 可 逆 线 性 变换 x 二 Cy 将 二 次 型 f(zi ,zs，…,z,) 二 xTAx 化 为 只 含 平方 
项 的 标准 二 次 型 
呈 十 bz 浊 十 … 十 bny? 二 Do ， (5.2) 
则 称 (5. 2) 式 为 二 次 型 f(zi ,zz,…,zn) 的 标准 形 . 
由 实 对 称 矩 阵 的 对 角 化 方法 知 , 可 取 C 为 正 交 变换 矩阵 , 则 二 次 型 
(zz 和 …zo) 一 XITAXY 一 ?ITC(CTAC)y， 
若 CTAC 为 对 角 和 矩阵 


则 fz1sT2 ,Tr ) 就 可 化 为 标准 形 . 
化 二 次 型 为 标准 形 有 三 种 方法 : 配方 法 、 初 等 变换 法 、 正 交 变 换 法 . 


5.2.1 用 配方 法 化 二 次 型 为 标准 形 


定理 5.1 对 任意 的 二 次 型 f(zi ,zs，… ,zx,) 二 x"Ax, 一 定 存 在 可 道 线性 变换 x 二 Cy， 
使 得 二 次 型 化 为 标准 形 . 

证 略 . 

推论 ”任意 给 定 一 个 实 对 称 和 矩阵 4, 一 定 存在 可 逆 矩 阵 C, 使 得 CAC 为 对 角 和 矩阵. 

对 一 般 的 二 次 型 f(z ,za，…,zw) 一 YAY, 利 用 拉 格 朗 日 配方 法 的 步骤 : 

(1) 车 二 次 型 含有 z; 的 平方 项 , 则 先 集中 含有 z; 的 乘积 项 ,然后 配方 ,再 对 其 余 的 变量 


重复 上 述 过 程 直到 所 有 变量 都 配 成 平方 项 . 
(2) 若 二 次 型 中 不 含 平方 项 ,但 是 zs 关 0(i 才 让), 则 先 作 线性 变换 : 
Zi=yi+y;, 
Zi=y ys, k=1,2,.,n 有 kAi,j. 
TE YE 


化 二 次 型 为 含有 平方 项 的 二 次 型 ,再 按 步骤 (1) 的 方法 配方 . 

例 1 化 二 次 型 f=zf 十 2z3 一 zz 十 4z1zxs 一 4z1zs 一 4z2szxs 为 标准 形 ,并 写 出 所 作 的 线 
性 变换 . 

解 ” 因 含有 平方 项 ,可 根据 配方 法 的 步骤 (1) 求 解 . 

先 集中 含有 zi 的 乘积 项 ,有 


丰 一 好 十 4zl (zz 一 zs) 十 2 码 一双 一 4zz7s。 


再 对 zi 进行 配方 , 即 
了 一 邓 十 4zl (zs 一 Zs) 十 (2zs 一 2zs)2 一 (2zs 一 2z3)2 十 2 好 一 友 一 4zs7zs 
一 (zi 十 2zs 一 2zs)2 一 2 友 十 4zazs 一 5z3. 
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然后 重复 上 述 步骤 ,依次 配方 得 
一 (zi 十 2z: 一 2zs)2 一 2(zs 一 zs)2 一 3 好. 


Ny1 =z1+2zs —27s, ZX1=y1 2y2, 
令 yz 一 Z2 Ts, 即 2 一 2 十 3s， 


233 一 Z3， Ta 一 y3. 
所 以 经 过 线性 变换 x 二 Cy, 二 次 型 了 化 为 了 标准 形 邓 一 2 只 一 3 中 ,因为 
1 一 2 0 
ICl=|0 1 1|=1 和 0， 
0 0 1 


所 以 x 一 Cy 是 可 逆 线 性 变换 . 
例 2 化 二 次 型 f 一 一 4zizs 十 2zizs 十 2zszs 为 标准 形 ,并 写 出 所 作 的 线性 变换 . 
解 由 于 了 中 不 含 平方 项 , 故 按 拉 格 朗 日 配方 法 的 步骤 (2) 求 解 . 


先 作 线性 变换 
ZI 一 力 十 yy Zl 1 1 0 
-> 即 Za |=|1 一 1 |» 
Ts 一 ys， Is 0 0 1Lys 
代入 可 得 


f=—4CyiTy) (yy) +2y Ty2) ys 2 yO— y2) ys 
=—4yf+4yiys +4y2. 
再 配方 ,得 
f=—4(y—(1/2)y)+4%+y. 
zi=y1—(1/2)ys, y1=zi 二 (1/2)z, 
人 中 -> 由 "> 


Z3 一 y3， 33 一 Z3， 


2 1 0 1/2][z 
即 为-| 到 0 1 0 Z2 |» 
ys 00 1 Zs 


则 二 次 型 就 化 为 标准 形 f 二 一 4zf 十 4 台 十 妥 , 其 中 


Zl 1 1 ol 0 1/21rz 1 1 1/21rz 
四 一 1 0|0 1 :| 一 1 we| 
Xs 0 0 340 0 1 Zs 0 0 1 Za 
因为 
1 l -1/2 
1 一 1 1/2|=—2z0, 
0 0 -1 


所 以 所 作 的 线性 变换 x 二 Cz 是 可 逆 的 线性 变换 . 
一 般 地 ,对 于 任意 二 次 型 都 可 用 本 节 中 两 例 的 方法 找到 可 逆 线 性 变换 ,把 二 次 型 化 为 标 
准 形 . 
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5.2.2 用 初等 变换 化 二 次 型 为 标准 形 


对 于 二 次 型 f(zi ,zz，…zo) 一 xzTAr,A 为 对 称 和 矩阵, 由 定理 5. 2 的 推论 可 知 ,存在 可 逆 
矩阵 C, 使 得 CTAC 为 对 角 和 矩阵 4. 
而 可 逆 和 矩阵 可 以 表示 成 一 系列 初等 矩阵 的 乘积 , 即 
C=P,P,*…P,. 
因此 ,可 得 如 下 的 定理 . 
定理 5.2 ”对 任意 实 对 称 矩 阵 4, 存 在 一 系列 初等 矩阵 P,P, ,… ,P, ,使 
PT…PT PT4AP, P;,… 了 ,一 人 . 


由 此 可 见 ,对 2n Xn 矩阵 | 》 | 施 以 相应 的 初等 列 变换 ,再 进行 同样 的 初等 行 变换 , 风 多 


阵 4 变 为 对 角 和 矩阵 4 ,而 单位 矩阵 工 就 变 为 所 求 的 可 逆 矩 阵 C. 这 样 ,我 们 就 得 到 利用 和 矩阵 
的 初等 变换 化 二 次 型 为 标准 形 的 方法 , 即 初等 变换 法 . 

例 3 求 可 道 线性 变换 将 二 次 型 一刀 十 2 丰 十 验 十 2zizs 十 2zizs 十 47szs 化 为 标 
准 形 . 


i 
解 ”此 二 次 型 对 应 的 矩阵 为 4=|1 2 2 |, 利 用 初等 变换 ,有 
1 2 1 
下 二 1 0 0 
1 2 2 1 1 
4] |1 2 1 1 1 0 
(=| 0 ola-a li -1 -1 
cs 一 cl 
0 1 0 6” .0 
0 0 1 0 0 1 
1 0 0 1 0 0 
0 0 1 0 
72 一 7 
nn lo 1 0 和， 0 =1 
ac- eel -1 ol 
0Q “0 0 1 -1 
0 0 1 0 0 1 
因此 ， 
1 -1 0 
“| 1 中 ICl=10 
0 0 1 
令 
ZI 一 2Z1 一 Z29 
了 
Ts 一 Zsy 


代入 原 二 次 型 可 得 标准 形 盖 对 十 邓 一 又 . 
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5.2.3 用 正 交 变换 化 二 次 型 为 标准 形 


要 使 二 次 型 f(z ,zs，… ,Zz,) 二 x?Ax 经 可 道 变换 x 二 Cy 变 成 标准 形 ?7(C74C)y, 即 要 
使 CAC 成 为 对 角 和 矩阵 , 即 
b V1 


bs ?2 
JTCCTAC) 一 (13y2 yy) 


=biy? 十 bz 十 … 十 bny3. 
根据 第 4 章 实 对 称 和 矩阵 对 角 化 定理 可 知 , 对 于 对 称 矩 阵 4, 必 有 正 交 和 矩阵 C, 使 CTAC= 
A, 其 中 A 是 以 4 的 ”个 特征 值 为 对 角 元 素 的 对 角 和 矩阵 . 
由 此 可 得 以 下 定理 . 
定理 5.3 任 给 二 次 型 f(zi ,zs，…,x,) 二 xTAx, 总 存在 正 交 变换 x 二 Cy, 使 得 f 化 为 
标准 形 : JCzl za sTn)=y (CTAC) y=Ay? 十 hz 洱 十 … 十 hy2 ,其 中 A1 M2 yn 是 矩阵 
4 的 特征 值 . 
用 正 交 变 换 化 二 次 型 为 标准 形 的 基本 步骤 : 
(1) 求 出 二 次 型 六 的 矩阵 4; 
(2) 求 出 矩阵 4 的 特征 值 41 ,4 ，… ,4 ; 
(3) 求 出 对 应 于 各 特征 值 的 线性 无 关 的 特征 向 量 6 ,6, ,… ,6 ; 
(4) 将 特征 向 量 名 ,6，，…,6, 规范 正 交 化 得 到 攻 ,本 
(5) 令 C= (中 ,个 ), 作 正 交 变换 x 二 Cy, 可 得 的 标准 形 
f =A +h y+ TA ya 
例 4 已 知 二 次 型 f(zi ,zi ,zs) 二 27? 十 6z2? 十 2x3? 十 8z1zxs, 求 一 个 正 交 变换 x 二 Cy， 
将 该 二 次 型 化 为 标准 形 . 
解 (1) 求 出 二 次 型 的 矩阵 


(2) 求 4 的 特征 值 . 由 


2—2 0 一 4 
1MT 一 4| 0 14—6 0 (4A—6)?* (+2)=0 
—4 0 一 人 
得 4 的 特征 值 为 4 二 4, 二 6,4s 二 一 2. 
(3) 求 特征 向 量 . 


将 四 一 ia 一 6 代 人 (CI 一 4)x 一 o, 得 


4 0 一 4]fz] ro 
0 0 olz,|=|o0|, 
—4 0 4llz| Lo 
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进而 得 基础 解 系 
0 1 
所 一 | 1 |， 62=| 0 |; 
0 让 


4 0 —4]|z 0 


进而 得 基础 解 系 


一 
(4) 将 特征 向 量规 范 化 . 
正 交 化 : 因 (和 ,5) 一 (各 ,55) 一 ( 司 , 各) 一 0, 可 知 呈 ,和 ,6 已 正 交 ; 


0 1/V2 1/V2 
单位 化 : Ul & pi ,1 6 0 ,1 6 el 0 
二 | & | 2 下 6 i 3 下 6 | 
0 1/V2 —1/Y2 


(5) 于 是 所 求 正 交 变 换 为 
1 0 1/M2 1M2 |[» 


Z2 | 一 | 1 0 0 yz |. 


Ts] Lo 1M3 —1/V2JLys 
在 此 变换 下 原 二 次 型 化 为 标准 形 f= 二 6yf 十 6y 一 2. 
例 5 将 二 次 曲面 方程 2z: 十 5y% 十 5z2 十 4zy 一 4yz 一 8zz 一 ] 化 为 标准 方程 ,并 判断 曲 
面 类 型 . 
解 (1) 求 出 二 次 型 的 矩阵 . 


I 
f(x,y,z)=27 5y 二 524ry—4yz—8rz= (zx wo 9 
z 


其 中 
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(2) 求 4 的 特征 值 . 
令 14 一 i| 一 0, 即 
2—4 2 一 ? 2—-4 2 一 2 
2 5 一 和 一 4| 一 | 0 1 一 人 1 一 人 
= 4 = 一 2 —4 5 一 人 
2 一 人 2 一 4 
一 | 0 一 0 
一 2 一 4 9 一 人 


一 一 (一 1)2(A 一 10) 
一 0， 
得 A 的 特征 值 为 M; 一 10,h 一 Ma 一 1. 
(3) 求 特征 向 量 . 


1 

当 妨 = 二 10 时 , 解 齐 次 线性 方程 组 (4 一 101) x 二 0, 可 得 特征 向 量 &， -| 中 
一 2 

当 X, = 二 1 时 , 解 齐 次 线性 方程 组 (A 一 站 x 二 o, 可 得 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 : 


一 2 2 
| :| 
0 1 


名 一 


(4) 将 特征 向 量规 范 化 . 
将 名 ,5 正 交 化 可 得 


再 将 与 ,应 , 庆 单位 化 可 得 


1 = 2 
| .a | Bl 
m= Tél 站 ， TB -| | a 志 H 


(5) 于 是 所 求 正 交 变换 为 


ee 

3 V5 3V5 
| 和 过 / 
| | 要 > 
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在 此 变换 下 原 二 次 型 化 为 标准 形 
flz' yy ,2z)=107x 二 Ty 十 2’?, 
所 以 曲面 的 标准 方程 为 10zx” 十 y? 十 z= 二 1, 进 而 可 以 判断 该 曲面 为 旋转 椭 球 面 . 
习题 5-2 
1. 用 配方 法 将 下 列 二 次 型 化 为 标准 形 ,并 写 出 所 用 变换 的 矩阵 . 
(1) FGCziyzayzs) 一 对 十 2 码 十 码 十 2zizz 十 2zizs 十 4zzZs3 
(2) (zi yzsyzs) 一 ZiZzs 十 ZiZs 十 ZzTs。 
2. 用 初等 变换 将 下 列 二 次 型 化 为 标准 形 , 并 写 出 所 用 变换 的 矩阵 : 
(1) ziyzsyzs) 一 好 十 2 友 十 验 十 2zizs 十 2zizs 十 4zzzs3 
(2) ziyzsyzs) 一 2zizs 十 2zizs 一 4zsZs。 
3. 用 正 交 变 换 将 下 列 二 次 型 化 为 标准 形 , 并 写 出 正 交 变换 : 
(1) flzi,zs 7x3)=177z1 二 14z2++14zi—4zizs —4z1zs — 8r273 
(2) f(zi,x2 yzs) 一 ZiZ? 十 ZiZs 十 zzZs。 
4. 已 知 某 二 次 曲面 的 方程 为 2x? 十 3y? 十 3z’ 一 27y 一 2zz 二 1, 请 用 正 交 变换 写 出 其 标 
准 方程 . 


5.3 惯性 定理 与 规范 形 


对 于 5. 2 节 的 例 2, 通 过 配方 法 将 二 次 型 fCzi ,zayzs) 一 一 4zlizz 十 2zizs 十 2zzzs 化 为 
标准 形 f(zi ,zz ,zs) 一 一 4 好 十 4 如 十 中. 如 再 作 变 换 


& 一 2zl， 


一 2zz， 
一 Z3， 
则 得 新 标准 形 f (u,v,w) 二 一 忆 十 十 wi?. 
由 此 可 知 ,二 次 型 的 标准 形 不 是 唯一 的 . 
通过 5. 2 节 可 知 , 一 个 二 次 型 既 可 以 通过 配方 法 也 可 以 通过 初等 变换 、 正 交 变 换 化 为 标 
准 形 ,显然 ,所 得 标准 形 一 般 来 说 不 是 唯一 的 . 
但 比较 各 个 不 同 的 标准 形 会 发 现 ,其 中 所 含有 系数 不 为 0 的 平方 项 的 个 数 是 确定 的 ,等 
于 二 次 型 的 秩 , 且 正平 方 项 项 数 和 负 平方 项 项 数 也 是 确定 的 , 即 有 下 面 的 定理 . 
定理 5.4 对 于 秩 为 ~ 的 ?元 二 次 型 一 xr4x, 不 论 用 何 种 可 逆 线 性 变换 化 为 标准 形 ， 
其 中 正平 方 项 的 项 数 p 与 负 平 方 项 的 项 数 g 都 是 唯一 确定 的 , 且 p 十 g==r. 即 若 设 秩 为 > 的 
n 元 二 次 型 f(z ;TZ2 9 Tn) 一 Pars 经 过 两 个 不 同 的 可 逆 线 性 变换 x=Py 和 x 二 Qz， 
分 别 化 为 
f=hy 十 有 六 十 … 十 ky2《k; 关 0) 和 f= 和 1 十 和 s 台 十 … 十 4,z? (Xi 取 0)， 
则 所 Ra se ks 中 正 数 的 个 数 与 241542，… ,4, 中 正 数 的 个 数 相等 . 


为 此 特 给 出 下 面 的 定义 . 
定义 5.4 在 二 次 型 /一 x"Ax 的 标准 形 中 ,正平 方 项 的 项 数 p 称 为 二 次 型 的 正 惯性 指 
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数 ; 负 平方 项 的 项 数 g 二 7r 一 p 称 为 二 次 型 的 负 惯 性 指数 ; 正 负 惯性 指数 的 差 p 一 g 二 2p 一 7 
称 为 符号 差 . 

推论 ”对 于 任何 二 次 型 f 一 xr4x, 都 存在 可 逆 线 性 变换 x 一 Cy ,使 得 

f= 二 二 一 

其 中 ,p,q 分 别 为 f 的 正 负 惯性 指数 ,yj 十 … 十 汶 一 +1 一 … 一 y+o 称 为 二 次 型 了 的 规范 
形 . 显然 , 它 是 唯一 的 . 

例 1 化 二 次 型 f(Czi,zsyzs) 一 一 4zizz 十 2zlzs 十 2x2xs 为 规范 形 ,并 求 其 正 负 惯性 
指数 . 

解 由 5.2 节 的 例 2 可知 了 经 线性 变换 


Z1=z1 二 zs 二 (1/2)zs， 
Zz =z1—zz+(1/2)zs, 
Ta 一 23 
化 为 标准 形 flz1 9》Z2 ,zs ) 一 一 人 24 十 4 验 十 允 。 再 作 变换 
& 一 2zl， 
1 一 2zz， 


一 Z3，y 


则 可 得 f 的 规范 形 f(xy,uw) 一 一刀 十 双 十 岂 ,其 中 正 惯 性 指数 为 2, 负 惯性 指数 为 1. 
习题 5-3 


1. f(zi,z2)T3) 二 371 一 2z17T2 一 2T173 十 4Tsx3, 则 其 规范 形 为 

2. 二 次 型 f(zi ,zz ,zs) 二 zx? 十 3z2 十 4z1xs 一 472xs 的 正 负 惯性 指数 分 别 是 
和 . 

3. 将 下 列 二 次 型 化 为 规范 形 , 并 指出 其 正 负 惯性 指数 及 秩 : 

(1) FGCziyzayzs) 一 2zizz 十 2zizs 一 6zzzsj 

(2) (zlyzsyzs) 一 好 十 2zizz 一 2zlzs3 


(3) FCziyzayzsyzi) 一 2zlizs 十 2zzzs 十 2zszi 十 2zizt。 


5.4 正定 二 次 型 及 正定 矩阵 


5.4.1 正 ( 负 ) 定 二 次 型 的 概念 


定义 5.5 具有 对 称 和 矩阵 4 的 二 次 型 一 xr4x. 

(1) 如 果 对 于 任意 的 非 零 向 量 x, 都 有 xr4x>0( 或 <0) 成 立 , 那 么 称 f= 二 xTAx 为 正定 
(或 负 定 ) 二 次 型 ,矩阵 4 称 为 正定 (或 负 定 ) 矩 阵 . 

(2) 如 果 对 于 任意 的 非 零 向 量 x, 都 有 xT4x 之 0( 或 入 0) 成 立 , 并 且 存 在 某 非 零 向 量 zx， 
使 z74xo 一 0, 那 么 称 [一 xT4x 为 半 正 定 (或 半 负 定 ) 二 次 型 ,矩阵 4 称 为 半 正 定 (或 半 负 
定 ) 和 矩阵 . 

(3) 如 果 对 于 某 向 量 x ,有 如 74z 二 0, 而 对 另 一 向 量 x ,有 x。 Ax, 一 0, 则 称 该 二 次 型 
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为 不 定 二 次 型 ,矩阵 4 称 为 不 定 和 矩阵 . 
例 1 二 次 型 fF(zi ,zsyzs) 一 好 十 4zz2 十 6zs2 , 当 zi ,xz ,zs 非 零 时 ,显然 F>0, 所 以 这 
个 二 次 型 为 正定 二 次 型 ,矩阵 
1 0 0 
0 4 | 
0 0 6 
为 正定 矩阵 . 


例 2 二 次 型 fCzi,zz) 王 好 一 2zizz 十 zz ,将 其 改写 成 f(zi,zz) 二 (zi 一 x2)* 之 0, 当 
zi 一 zz 时 ,jziyzs) 一 0, 所 以 这 个 二 次 型 为 正 半 定 二 次 型 ,矩阵 


=1 
A= 
sa 
为 正 半 定 矩阵 . 
例 3 对 于 二 次 型 f(zi ,zs) 二 一 zf 十 3z2? ,因为 f(1,1) 二 2 二 0,f(2,1)= 二 一 1<0, 所 以 
该 二 次 型 为 不 定 二 次 型 ,矩阵 


4 一 


为 不 定 矩 阵 . 
5.4.2 正定 矩阵 的 判别 法 


定理 5.5 ”对 称 矩阵 4 正定 的 充分 必要 条 件 是 4 的 特征 值 全 为 正 . 

证 (必要 性 ) 假 设 A(i 二 1,2,…,n) 为 4 的 特征 值 ,@; 为 对 应 于 ); 的 特征 向 量 , 则 有 
4ai 一 Mi0i, 则 ofhAa; 一 Mixzai. 因 w 天 o,4 正 定 , 可 知 gif4ai>>0, 所 以 jiazai>0, 故 人 >>0(G 一 
有) 

(充分 性 ) 假 设 4;>0(i==1,2,…,n) 为 4 的 n 个 特征 值 , 则 存在 正 交 和 矩阵 了 ,使 得 


p 

对 于 任意 非 零 向 量 x, 有 xTAx 二 xT(P-71)TAP 1z 二 (P 1zx)TA(P"1x). 设 y=P- 1ix, 则 y 
为 非 零 向 量 ,这 时 xTAx 二 yAy 二 1y 十 A2 衣 十 … 十 4wy2 之 0, 所 以 4 为 正定 矩阵 . 

推论 1 nn 阶 和 矩阵 A 为 正定 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 其 正 惯性 指数 p 二 nn. 

推论 2 实 二 次 型 f= 二 xTAx 为 正定 的 充 要 条 件 是 它 的 标准 形 的 系数 全 为 正 . 

推论 3 ”对 称 和 矩阵 4 负 定 的 充 要 条 件 是 A 的 特征 值 全 为 负 . 

定理 5.6 矩阵 4 正定 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 可 逆 和 矩阵 C, 使 4=CrC, 即 4 与 工 
合同 . 

证 〈 必 要 性 ) 由 定理 5. 5 可 知 ,4 的 特征 值 ;>0(=1,2,…,z), 则 存在 正 交 矩阵 


《< 5.4 正定 二 次 型 及 正定 和 矩阵 | 147) 


和 


hs 
PT4P 一 人 一 


Mi 
则 (PQO)TAPQO 一 QT (PTAP)Q 一 0TAQ==I. 设 C=PQ, 则 CTAC=I, 即 A 与 I 合同. 
(充分 性 ) 若 4 与 工 合同 , 则 存在 可 逆 和 矩阵 C, 使 4 一 CTIC=CrC, 于 是 对 于 非 零 向 量 x， 
有 xT4x=xTCTCx 一 (Cxr)T(Cx). 因 CC 可逆,xz 夫 o, 故 Cr 天 o, 则 (Cx)T7CCx) 之 0, 所 以 矩阵 4 


为 正定 矩阵 . 
推论 ” 若 和 矩阵 4 为 正定 矩阵 , 则 |4| 之 0. 
例 4 判断 矩阵 
6 一 2 2 
|- 5 | 
2 0 7 
是 否 为 正定 矩阵 . 
解 由 
2—6 2 一 2 
| 一 4| 2 =-5 0 (4—3) (4—6) 2—9), 
—2 0 24—7 


解 得 矩阵 A 的 特征 值 为 4, 二 3,X, 二 6,4, 二 9. 由 定理 5.5 可 知 矩 阵 4 为 正定 矩阵 . 
为 了 叙述 下 一 个 正定 矩阵 的 判别 法 ,我们 引进 如 下 的 定义 . 
定义 5.6 7 阶 和 矩阵 4 一 (az ) 的 前 & 行 前 & 列 元 素 组 成 的 行列 式 


QI11 a QI 
Qz ld22 “” Q3 

I4:|= | . 。 。|， k=1,2,°,n 
Qa Qi2 ”am 


称 为 A 的 & 阶 顺序 主子 式 . 
定理 5.7 对 称 和 矩阵 4 为 正定 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 4 的 所 有 顺序 主子 式 全 大 于 0， 
即 |A:|>0(k=1,2,",n). 
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证 略 . 
注 ”对 于 负 定 矩阵 、 半 正定 与 半 负 定 矩 阵 也 有 类 似 于 上 述 正定 矩阵 的 结论 : 
(1) 矩阵 4 为 负 定 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 (一 1)*|Ai0(k 二 1,2,…,n). 


(2) 矩阵 A 为 半 正 定 ( 半 负 定 ) 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 A 的 所 有 顺序 主子 式 大 于 (小 于 ) 


或 等 于 0. 
例 5 判别 二 次 型 f= 一 5z? 一 6y? 一 4z* 十 4zy 的 正定 性 . 
解 二 次 型 f 的 矩阵 
一 5 2 0 
| 2 —6 » 
0 | 和 
且 A 的 各 阶 主子 式 分 别 为 
au a 一 2 
ai 一 一 5<0， -| | -zs>o， 14|= 一 104<0， 
d21 ad22 2 一 6 


根据 定理 5.7 的 注 (1) 可 知 二 次 型 f 是 负 定 的 . 
例 6 讨论 上 取 何 值 时 ,二 次 型 f=2z? 十 2y? 十 zx? 十 2tzy 十 2zz 一 2yz 为 正定 二 次 型 . 


解 二 次 型 了 的 矩阵 
2 :1 1 
一 | 2 一 1 |， 
1 -1 1 
经 计算 可 得 
an=2>0, | |=4—z,，|A4|=-z(2+2). 
Q21 a22 
4—t:>0, 
要 使 = 次 型 /为 正定 的 ,只 需 [ (2+ ,0 解 得 一 2 之 :<0. 故 当 一 2<:<0 时 ,二 次 型 f 
是 正定 二 次 型 . 
习题 5-4 


1. 判别 下 列 二 次 型 的 正定 性 : 

(1) 一 一 2z 一 6 好 一 4z8 十 2zlzz 十 2zlzs 和 

(2) 一 好 十 双 十 14z3 十 7z 十 6zizs 十 4zizt 一 4zaZs。 
2. 求 a 的 值 ,使 二 次 型 正定 : 

(1) f=z? 二 zi 二 5zi 二 2azizz—2z1z3 rsx; 

(2) 一 5 好 十 好 十 az 十 4zlzs 一 2zlzs 一 2zz7zs。 


3. 已 知 
2 一 a 1 0 
| 1 1 0 


0 0 c 二 3 


是 正定 矩阵 , 求 a 的 值 . 
4. 设 对 称 矩 阵 4 为 正定 矩阵 ,证明 : 存在 可 逆 抢 阵 C, 使 4 一 CTC. 
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5, 设 A,B 分 别 为 , 阶 正定 甜 阵 , 试 判定 分 块 矩 阵 c-| | 是 否 为 正定 失 阵 . 


5.5 二 次 型 的 MATLAB 求解 


对 于 二 次 型 f(z1 ,zs，…,z,) 二 xTAx, 通 过 MATLAB 求 出 4 的 特征 值 ,用 正 交 变 换 化 


二 次 型 为 标准 形 . 
例 1 化 二 次 型 f(zi,zz,z3,z) = 二 2z1zz 十 2z17zs 一 2T17T4 一 2z2xs 十 2z2x4 十 2z3x4 为 


标准 形 . 


解 易 知 二 次 型 的 矩阵 为 A 一 


下“ 二 0 
二 1 1 0 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 以 下 命令 : 


(1) 输入 二 次 型 的 矩阵 . 
>>aA=[011 -1;10 -11;1 -101;-1110] 
A= 


0 1 1 号 生 
& 0 富生 3 
1 亏 汪 0 1 
= 1 1 0 


(2) 求 二 次 型 矩阵 的 特征 值 . 
>> [P,V] = eig(a) 


P= 
-0.5000 0.2887 0.7887 0.2113 
0.5000 一 0.2887 0.2113 0.7887 
0.5000 一 0.2887 0.5774 一 0.5774 
-0.5000 一 0.8660 0 0 
V = 

-3.0000 0 0 0 

0 1.0000 0 0 

0 0 1.0000 0 

0 0 0 1.0000 


P 就 是 所 求 的 正 交 矩阵 , 令 x 二 Py, 化 简 后 得 二 次 型 为 : 
fy1sy2 934)=—3y Ty 二 yi 二 yt. 

例 2 判定 二 次 型 f(zi ,zs,zxs) 二 一 5z? 一 6 一 4 十 4z1zxs 十 4z1zxs 的 正定 性 . 
解 在 MATLAB 命令 窗 口 输入 以 下 命令 : 
(1) 输入 二 次 型 的 矩阵 . 
>> A=[-522;2 -60;20 -4] 
及 = 

-= 2 2 


(so 第 5 章 二 次 型 > 


2 -6 0 
名 0 -4 

(2) 求 二 次 型 矩阵 的 特征 值 . 
>> d= elig(R) 
d= 

— 8.0000 

—5.0000 

—2.0000 
(3) 因为 A 的 特征 值 全 为 负数 ,所 以 该 二 次 型 为 负 定 的 . 
习题 5-5 


1. 利用 MATLAB 将 下 列 二 次 型 化 为 标准 形 . 

(1) (zyzayzs) 一 2 好 十 5 妈 十 5z3 十 4zlzo 一 4zlZs 一 8zzzs3 
(2) F(Cziyzzyzs) 一 2zi 十 3z 十 3z8 十 4z2 x. 

2. 利用 MATLAB 判别 下 列 二 次 型 的 正定 性 . 

(1) 一 一 2z 妈 一 6 好 一 4z 十 2zizz 十 2zlzs3 

(2) 一 一 刀 一 5 码 一 3z 十 4zizs 一 2zizs 十 2zzzs。 


总 习题 5 


1. 二 次 型 f(zi, za zs) 一 5 好 十 5z 十 mazs 一 2zizs 十 6zizs 一 6zszs 的 秩 为 2, 求 加 
的 值 . 

2. 已 知 (1, 一 1,0)7 是 二 次 型 f(zi ,zz ,zs) 一 az 十 妈 一 2zizs 十 2zizs 十 20zzzs 的 矩阵 
4 的 特征 向 量 , 求 正 交 变 换 化 二 次 型 为 标准 形 . 

3. 求 二 次 型 fF(zi ,zayzs) 王 (一 2zl 十 zs 十 zs)2 十 (zl 一 2zs 十 zs)2 十 (zl 十 zs 一 2zs)2 的 
标准 形 及 相应 的 可 逆 线 性 变换 . 

4. 设 


2 a 4 

二 次 型 [二 x7Ax 经 正 交 变换 x 二 Py 化 为 标准 形 f= 二 9ys , 求 所 作 的 正 交 变换 . 

5. 已 知 二 次 型 f(zi ,za zs) 一 邓 十 oa 好 十 对 十 20zizs 十 2zlzs 十 2zszs 经 过 正 交 变 换 化 
为 标准 形 f= 十 4 , 求 参数 a,b 及 所 用 的 正 交 变换 矩阵 . 

6. 4 为 三 阶 实 对 称 和 矩阵 , 且 满足 4 一 4 一 4 一 27, 二 次 型 f 二 x?Ax 经 正 交 变 换 可 化 为 
标准 形 , 求 此 标准 形 的 表达 式 . 

7. 试问 ,三 元 方程 3zx? 十 3 十 3Z 十 2Zz1Xz 十 2z1Z3 十 27TsXs 一 ZX1 一 Zz 一 zs 一 0 在 三 维 空 
间 中 代表 何 种 几何 曲面 . 

8. 证 明 : 二 次 型 f= 二 xTAx 在 上 x|| ==1 时 的 最 大 值 为 矩阵 4 的 最 大 特征 值 . 
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9. 判别 二 次 型 f==zx? 十 3zx2 十 9z? 十 19zx? 一 2Zz1zz 十 4XziZxs 十 2X1X4 一 6zsX4 一 12xsx4 的 
正定 性 . 

10. 考虑 二 次 型 f(zi ,zz zs) 一 好 十 2 好 十 (1 一 a) 妈 十 2azizs 十 2zizs, 问 a 为 何 值 时 ， 
下 为 正定 二 次 型 . 

11. 设 和 矩阵 4。x,, 若 r(4) 一 ”, 试 证 474 为 正定 矩阵 . 

12. 设 A 为 m 阶 的 正定 矩阵 ,B 为 mXn 实 阵 , 试 证 BTAB 正定 的 充分 必要 条 件 是 
r(B)=n. 

13. 设 4 为” 阶 正定 矩阵 ,了 为” 阶 半 正 定 矩 阵 , 试 判定 4 十 也 是 否 为 正定 矩阵 . 

14. 设 A 为 mXn 和 矩阵 ,I 为 n 阶 单位 矩阵 ,了 一 十 474, 试 证 : 当 )>>0 时 ,B 为 正 
定 矩 阵 ， 

15. 设 二 次 型 F(zi,zzyzs) 一 好 十 好 十 妈 十 2azrizz 十 25zszs 十 2zizs 经 正 交 变 换 x 一 
Py 化 为 了 一 光 十 2 及 ,其 中 zx 一 (zyzayzs)7 7 一 (yy yy)7 都 是 三 维 列 向 量 . 了 为 三 阶 正 
交 和 矩阵 , 试 求 常 数 a,b. 


-第 6 章 


线性 宝 间 与 线性 变换 


如 果 一 个 包含 0,1 在 内 的 数 集 下 中 任意 两 个 数 的 四 则 运算 仍 是 F 中 的 数 , 则 称 下 为 一 
个 数 域 . 

在 第 2 章 及 第 3 章 我 们 引进 了 数 域 下 上 的 向 量 空间 与 矩阵 的 概念 ,并 阐明 它们 在 代数 
学 中 的 地 位 ;F 上 m 维 向 量 空间 F" 是 一 个 最 初等 的 代数 系统 ,而 下 上 的 mXn 和 矩阵 则 代表 
从 F" 到 F” 的 一 个 保持 加 法 、 数 乘 运算 的 映射 . 这样, 我 们 已 经 从 经 典 代数 学 向 近代 的 代数 
学 过 渡 中 迈 出 了 关键 性 的 一 步 . 但 是 又 要 看 到 这 个 进步 只 是 从 研究 单个 的 数 拓展 到 研究 一 
组 数 . 因此 ,关于 向 量 空间 和 矩阵 的 认识 还 需要 从 理论 上 再 提高 一 步 , 实 现 从 具体 到 抽象 的 
又 一 次 飞跃. 可 以 把 关于 向 量 空间 中 非 本 质 的 东西 抛弃 ,只 把 最 根本 的 运算 法 则 保留 下 来 ， 
这 样 ,就 形成 了 本 章 的 核心 概念 ,也 就 是 线性 代数 这 门 学 科 的 基本 研究 对 象 : 数 域 下 的 抽象 
线性 空间 . 


6.1 线性 空间 


6.1.1 线性 空间 的 定义 及 性 质 


定义 6.1 设 V 是 一 个 非 空 集合 ,F 是 一 数 域 . 如 果 存 在 一 种 规则 : 对 于 V 中 任意 两 个 
元 素 a 和 有 ,总 有 中 一 个 确定 的 元 素 7 与 之 对 应 ,7 称 为 a 与 p 的 和 , 记 为 Y=a 十 Bp, 则 把 
这 种 规则 叫做 V 的 加 法 运算 . 另 有 一 种 规则 : 对 于 下 中 的 任意 数 & 及 V 中 任意 元 素 @, 总 有 
V 中 一 个 确定 的 元 素 e 与 之 对 应 ,oa 叫做 & 与 @ 的 数 乘 , 记 为 gc 一 如 , 则 把 这 种 规则 叫做 了 
对 于 下 的 数 乘 运算 . 而且, 以 上 两 种 运算 还 具有 如 下 的 性 质 : 

对 于 任意 @,p,YEV 及 &, LEF, 有 : 

(1) wx 十 8 一 5 二 os; 

(2) (ac 十 及 十 y 一 xc 十 (8 十 7); 

(3) V 中 存在 零 元 素 o, 对 于 任何 gcEV, 恒 有 wx 十 o 一 3 

(4) 对 于 任何 wEV, 都 有 w 的 负 元 素 PEV, 使 gc 十 1 一 o; 

(5) la=@; 

(6) k(l1a) 二 (kl)a;( 式 中 kl 是 通常 的 数 的 乘法 ) 

(7) (gk 十 Da 二 ka 十 la ;( 式 中 十 1 是 通常 的 数 的 加 法 ) 

(8) (a+P)=ka te. 

则 称 V 为数 域 玉 上 的 一 个 线性 空间 ,也 称 向 量 空间 ,V 中 元 素 称 为 向 量 . 
V 中 所 定义 的 加 法 及 数 乘 运算 统称 为 线性 运算 ,其 中 数 乘 又 称 数 量 乘法 . 在 不 致 产生 混 
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淆 时 ,将 数 域 下 上 的 线性 空间 简称 为 线性 空间 . 

需要 指出 ,不 管 V 的 元 素 如 何 ,当下 为 实数 域 RR 时 , 则 称 V 为 实 线 性 空间 ;当下 为 复数 
域 C 时 ,就 称 V 为 复线 性 空间 . 

线性 空间 V=={0} 称 为 零 空间 . 

例 1 任何 数 域 F( 作 为 集合 ) ,对 于 通常 的 数 的 加 法 与 乘法 (作为 数 乘 ) 运 算 ,都 构成 此 
数 域 下 上 的 线性 空间 . 

例 2 以 数 域 尺 上 的 数 为 系数 的 多 项 式 称 为 数 域 上 的 多 项 式 . 数 域 玉 上 的 \ 以 z 为 
变量 的 全 体 多 项 式 的 集合 记 为 下 [z]; 次 数 小 于 z 的 全 体 多 项 式 的 集合 记 为 下 [z],. 

可 以 证 明 ,F[z], 对 于 通常 的 多 项 式 加 法 及 多 项 式 数 乘 运算 构成 数 域 玉 上 的 线性 
空间 . 

对 于 多 项 式 f(x) ,g(x)EF[z],, 设 : 


f(z)=a1z" :十 ao-sz 十 … 十 aiZ 十 ao 
gm = Tha: 二 z+ bs 
这 里 ai,b;:EF,i 二 0,1,2,…,n 一 1, 于 是 : 
jz) 十 g(Z) 一 (ai 十 bz 十 (ao 十 pz 十 … 十 (ai 十 加)z 十 (ao 十 po)EFLz]， 


对 于 任何 kEF, 有 kf(zx)= 二 kas_1x"! 十 ka,_sx" ?十 … 十 kai 十 kao EF[zxj],. 易 证 明 线 性 空间 
定义 中 的 8 条 性 质 都 成 立 , 因 此 FLz], 是 F 上 的 线性 空间 . 

类 似 可 证 FLz] 对 于 通常 的 多 项 式 加 法 及 数 乘 运算 也 构成 数 域 下 上 的 线性 空间 . 

例 3 数 域 玉 上 的 n 维 列 (或 行 ) 数 组 向 量 的 全 体 所 构成 集合 记 为 严 , 它 对 于 数组 向 量 
加 法 、 数 乘 运算 构成 下 上 的 线性 空间 . 

例 4 数 域 玉 上 的 mXn 和 矩阵 的 全 体 构成 的 集合 记 为 F"”", 它 对 于 和 矩阵 加 法 、 数 乘 运 算 
构成 数 域 下 上 的 线性 空间 . 

例 5 定义 在 [a,5]J 上 的 实 函 数 全体 的 集合 V, 对 于 函数 加 法 、 数 乘 运算 构成 实数 域 R 
上 的 线性 空间 . 

例 6 常 系数 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 

y—3y+2y=0 

的 解 的 集合 DD, 对 于 函数 加 法 及 数 与 函数 的 乘法 有 : 若 yi,y; ED, 则 yi 十 y, ED, 当 kER 
时 , 则 ky, ED, 即 D 关于 这 两 种 运算 是 封闭 的 , 且 满 足 定义 6.1 中 的 8 条 性 质 , 故 DD 构成 了 
R 上 的 线性 空间 . 

定理 6.1 设 V 是 数 域 上 的 线性 空间 , 则 : 

(1) V 中 零 元 素 唯一 ; 

(2) V 中 任 一 元 素 的 负 元 素 唯 一 ; Y aEV ,用 一 @ 表示 @ 的 负 元 素 ; 

(3) ko 二 0; 特 别 有 0@==o0,( 一 1)a 二 一 @; 

(4) 如 果 ka 二 0, 那 么 二 0 或 a 二 0. 

证 这 里 仅 证 明 (2) ,其 余 的 证 明 留 给 读者 去 完成 . 

假设 gc 有 两 个 负 元 素 有 与 yY, 则 gc 十 5 一 o,c 十 y 一 o, 从 而 

B=B+o=B+ (at+7)= (B+o)+Y=0+7Y=Y. 
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6.1.2 线性 空间 的 子 空间 


在 通常 的 三 维 几何 空间 中 ,考虑 过 原点 的 一 条 直线 或 一 个 平面 . 不 难 验 证 这 条 直线 或 这 
个 平面 上 的 所 有 向 量 对 于 向 量 加 法 及 数 乘 运算 ,分 别 形成 一 个 一 维和 二 维 的 线性 空间 . 这 就 
是 说 ,它们 一 方面 都 是 三 维 几何 空间 的 一 部 分 ,一 方面 它们 自身 对 于 原来 的 运算 也 都 构成 一 
个 线性 空间 . 针对 这 种 现象 ,引入 下 面 定义 . 
定义 6.2 设 Vi 是 数 域 玉 上 的 线性 空间 V 的 一 个 非 空子 集 , 且 对 V 中 已 有 的 线性 运 
算 满 足以 下 条 件 : 
(1) 对 任意 的 z,yEV ,有 xz 十 yEV; 
(2) 对 任意 的 TEV1i,kEF, 有 kz€EVi. 
则 称 Vi 为 V 的 线性 子 空间 或 子 空间 . 
值得 指出 ,线性 子 空间 Vi 也 是 线性 空间 . 这 是 因为 Vi 为 V 的 子 集 合 ,所 以 Vi 中 的 向 
量 不 仅 对 线性 空间 V 已 定义 的 线性 运算 封闭 ,而 且 还 满足 相应 的 8 条 运算 律 . 
容易 看 出 ,每 个 非 零 线性 空间 至 少 有 两 个 子 空间 ,一 个 是 它 自身 , 另 一 个 是 仅 由 零 向 量 
所 构成 的 子 集合 , 称 后 者 为 零 子 空间 . 它们 称 为 平凡 子 空间 . 
例 7 R* 的 下 列子 集 是 否 构 成 子 空间 ? 为 什么 ? 
1 8 0 
(1) w= | 
ab 0 
(2) w=|[, 0 "| 


解 (1) 不 构成 子 空间 . 


bedeR); 


a tbte=0,0,bcER]. 


因为 对 
1 0 0 2 2b 0 
4-8-| |sw,， 4+B=| |ew,， 
0 cd 0 2c 2d 
故 Wi 不 构成 子 空间 . 
(2) 若 


| 已 "| 
A= ， B= 
0 0 a 
有 a1 十 b1 十 c1 二 0,az 十 bz 十 cs 二 0, 于 是 
aa 十 az bi 二 b; 0 | 


A+8-| 0 0 “jer 
满足 (a 十 a2) 十 (51 十 bz) 十 (ci 十 co) 二 0, 即 A 十 BEW,. 又 对 于 ER, 有 


ka kb 0 
aa=| | 
0 0 kc 


且 kai 十 kb 十 kai 二 0, 所 以 kAEWi, 所 以 Ws 是 R2xs: 的 子 空间 . 

例 8 设 线性 空间 Rs 中 ==(1,0,0),B==(0,1,0), 试 证 明 它们 的 线性 组 合 全 体 Vi = 
{ki@ 十 koPBlki ,ks ER} 构 成 Ri 的 子 空间 . 

证 易 得 VCR:. 
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任 取 i 二 ka 十 kpBEVi,Ys 二 ha 二 +1,BPEVi, 都 有 十 YEVi,X4X EVAER, 故 Vi: 是 
R’ 的 子 空间 . 


习题 6-1 


1. 检验 以 下 集合 对 于 所 指 的 线性 运算 是 否 构成 实数 域 R 上 的 线性 空间 . 
(1) 次 数 等 于 n(n 宇 1) 的 实 系数 多 项 式 的 全 体 ,对 于 多 项 式 的 加 法 和 数量 乘法 ; 
(2) 设 4 是 一 个 nXn 实 矩 阵 ,4 的 实 系数 多 项 式 f (4) 的 全 体 , 对 于 和 矩阵 的 加 法 和 数量 
乘法 ; 
(3) 全 体 实数 的 二 元 数列 ,对 于 下 面 定 义 的 运算 : 
(ab 四 (az ,bz)= (a1taz ,bitbs aas), 


和 (al sh) = (a Rb + a }; 


(4) 全 体 正 实数 的 集合 R+ ,加 法 与 数量 乘法 定义 为 
a@Db=ab, ka=at. 
2. 设 工 (R) 是 实数 域 R 上 所 有 实 函数 的 集合 ,对 任意 f,gEL(R),AER, 定 义 
(f+g)(z)=f(z)+g(z), CAF)(Cz) 一 人 FCz)， rER. 
对 于 上 述 运算 工 (R) 构 成 实数 域 R 上 向 量 空间 . 下 列子 集 是 否 是 L(R) 的 子 空间 ? 为 什么 ? 
(1) 所 有 连续 函数 的 集合 Wi; 
(2) 所 有 奇 函 数 的 集合 W， ; 
(3) Ws={f|fEL(R),f(0)=f(1)}. 
3. 下 列 集合 是 否 为 R" 的 子 空间 ? 为 什么 ? 其 中 R 为 实数 域 . 
(1) Wi={a= (ZiT29" ,Ta) [Ti 二 zi 二 "十 x, =0,7: ER); 
(2) Ws= {a= (7197T29°" Ta) [Tiz2°"Ts =0,7: ER); 
(3) W3={a= (Zi,72 °°, 71) | 每 个 分 量 Zi 是 整数 }. 


6.2 基 、 维 数 与 坐标 


在 第 3 章 中 ,我 们 定义 了 一 些 重要 概念 ,如 线性 组 合 、 线 性 表示 ` 线 性 相关 、 线 性 无 关 等 . 
这 些 概念 以 及 相关 的 性 质 只 涉及 向 量 的 线性 运算 . 但 是 ,它们 对 于 一 般 的 线性 空间 中 的 向 量 
仍然 适用 . 因此 ,今后 我 们 将 直接 引用 这 些 概念 及 相关 性 质 . 

现在 引入 线性 空间 的 基 、 维 数 与 坐标 的 概念 ,它们 是 线性 空间 的 重要 属性 . 


6.2.1 线性 空间 的 基 与 维 数 


定义 6.3 设 V 是 数 域 玉 上 的 线性 空间 ,如 果 V 中 存在 ”个 向 量 sl ,sz ，…，,s, ,满足 : 

(1) g1,8,，… ,8 线性 无 关 ; 

(2) V 中 任何 向 量 @ 均 可 由 sl,s,…，,s 线性 表示 . 即 存在 ,ks,，…,k, EF 下 ,使 
得 @= 二 kigi 十 kg 十 … 十 k,E，. 
则 称 sa ,gz，…8, 为 V 的 一 个 基 ( 或 基底 ) , 基 中 向 量 的 个 数 ” 称 为 线性 空间 V 的 维 数 , 记 为 
维 V 或 dimV. 若 dimV< 十 0, 称 V 为 有 限 维 线性 空间 ,否则 , 称 V 为 无 限 维 线性 空间 ,本 书 
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主要 讨论 有 限 维 线性 空间 . 

关于 线性 空间 的 基 与 维 数 ,有 以 下 性 质 : 

(1) n 维 线性 空间 中 任 一 向 量 a 必 可 由 VV 的 基 sl ,ss ,… ,ss 线性 表示 , 且 表 示 法 唯一 . 

(2) 线性 空间 的 基 ( 只 要 存在 ) 必 不 唯一 . 

(3) 有 限 维 线性 空间 的 维 数 是 唯一 确定 的 . 

定理 6.2 7? 维 线性 空间 中 任意 个 线性 无 关 的 向 量 均 可 构成 一 个 基 . 

证 设 V 是 n 维 线性 空间 ,el ,se;，,…,s, 是 V 的 一 个 基 ,@ ,oz ，…o 是 V 中 一 个 线性 
无 关 的 向 量 组 . 为 证 wi ,ws ,…,@, 是 基 , 只 需 证 明 V 中 任 一 向 量 @ 可 由 wi ,cs ,…,@, 线性 表 
示 . 此 时 ,向 量 组 @ ,0s,…,@, 中 每 个 向 量 都 可 由 基 si ,8,,…,, 线性 表示 . 这 是 n 十 1 个 向 
量 被 个 向 量 线性 表示 的 情况 , 即 知 wm ,ws ，…,@,，,@ 线性 相关 ,再 由 定理 3. 7, 便 知 g 可 由 
Q1,02，… ,Qn 线性 表示 . 定理 得 证 . 

例 1 求实 数 域 R 上 线性 空间 Ri 的 维 数 和 一 个 基 . 
显然 满足 : 


解 考虑 R; 中 向 量 组 
1 0 0 
中 &= 中 | | 
0 0 全 
(1) &1 ,82 ,gs 线性 无 关 ; 


(2) 对 于 Rs 中 任 一 向 量 wx= (al ,az ,as)7, 有 w 一 asgl 十 azgs 十 asgs. 由 定义 6.3 可 知 Bl， 
8z ,8; 为 Rs 的 一 个 基 , 从 而 Rs 的 维 数 为 3. 
例 2 求 数 域 玉 上 线性 空间 FX: 的 维 数 和 一 个 基 . 
解 F** 中 向 量 组 
0 0 
路 me=-| 。 


中 
显然 满足 : 


(1) El ,Ei, ,Es ,Ez »E,, ,2 线性 无 关 . 


(2) 对 于 Fexs 中 任 一 元 素 4=| 


BlI 一 


一 
~ oor- 
w 


QI11 dal | 有 
A=an En ta BE 十 aas 五 ta Ez az Ez ass Ez, 

于 是 知 : Ei ,Ei ,Es ,Ez ,Ez ,Es 为 3 的 一 个 基 , 从 而 dim(F**) 二 6. 

类 似 地 可 知 ,线性 空间 F”*" 的 维 数 为 mn ,其 一 个 基 为 : 

Es, i=1,2,…,m;j=1,2,°,n, 

其 中 Ej; 是 m Xn 矩阵, 它 的 (i,j) 元 素 为 1, 其 余 全 为 0. 

例 3 设立 是 二 阶 实 对 称 矩阵 全 体 的 集合 ,对 于 通常 的 矩阵 加 法 矩阵 数 乘 两 种 运算 构 
成 实数 域 R 上 的 线性 空间 , 求 出 V 的 维 数 和 一 个 基 . 


解 『 中 一 般 元 素 可 表示 为 | “| ,waveE Re,e 所 在 位 置 各 体现 一 个 自由 度 . 


dd21 ld22 ad23 
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考虑 V 中 向 量 组 
“| 
满足 : 


1) Ali,A;,,A: 线性 无 关 ， 

(2) 对 了 中 任 一 短 阵 ,4 一 | 。 -| 有 A 二 ah1 十 bz 十 chs ,可见 4 ,4 ,4 为 了 的 一 个 
基 ,dim(V) 王 3. 

6.2.2 线性 空间 中 向 量 的 坐标 

定义 6.4 设立 是 数 域 F 上 的 ?” 维 线性 空间 ,s,s,,…,e, 是 V 的 一 个 基 , 对 于 V 中 任 
一 向 量 ,有数 域 下 中 唯一 的 一 组 数 aj,as，…,a,, 使 4 二 ai8i 十 az8s 十 … 十 ane,, 称 有 序数 组 
(al ,az，…an) 为 向 量 在 基 s1 ,8,,…,s, 下 的 坐标 , 记 为 &. 如 果 借 用 矩阵 乘法 的 形式 , 记 


Q2 
al8l 十 azgz 十 … 十 ang 一 (81，82，…，Bn) 。 


Qn 


则 w 的 坐标 可 以 方便 地 用 一 个 n 维 列 向 量 ( 数 组 向 量 ) 表 示 出 来 : 


例 4 F[Lzxj, 中 向 量 f(z)==a_izx”! 十 an-zx" 十 … 十 a1z 十 ao 在 基 1,zyz2，… zl 
下 的 坐标 为 (ao ,al ，*… ,an-_1)7. 
例 5 设 V 是 二 阶 实 对 称 和 矩阵 全 体 的 集合 ,对 于 矩阵 加 法 与 矩阵 数 乘 运算 构成 实数 域 


R 上 的 线性 空间 , 求 V 中 向 量 4 一 | ， | 在 基 : 


zl -lo sh ml 
下 的 坐标 . 


解 因为 A 一 二 E++3E, +2E ,所 以 A 在 基 Ei ,E,，,E, 下 的 坐标 为 | 却 ,3,2 


v3 


习题 6-2 


1. 实数 域 R 上 mXn 矩阵 所 成 的 向 量 空间 Mx, (R) 的 维 数 等 于 多 少 ? 写 出 它 的 一 
个 基 . 

2. 若 w ,0 ,… ,0, 是 数 域 玉 上 nn 维 向 量 空间 V 的 一 个 基 , 试 判断 ” 维 向 量 xi 十 ， 
8 十 @s ，… ,Qn-1 十 Qn ,Qn 十 1 是 不 是 V 的 一 个 基 , 为 什么 ? 
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3. 在 Fr 中 求 向 量 鳃 (0,0,0,1) 关 于 基 四 一 (1,1,0,1) ,一 (2,1,3,1) ,as 一 (1,1,0,0)， 
一 (0,1, 一 1, 一 1) 的 坐标 . 


6.3 基 变 换 与 坐标 


6.3.1 基 变 换 公 式 与 过 渡 和 矩阵 
设 V 是 数 域 玉 上 的 n 维 线性 空间 ,ei ,gs ,…,s, 及 1,8;，,… ,es 是 V 的 两 个 基 , 并 设 


EA 一 al8l 十 algz 十 … 十 amBn， 


8 一 az8l 十 azzgz 十 … 十 azg， 


(6. 1) 
54 一 annEl 十 azn8Bz 十 … 十 amEBn。 
若 令 
au a Qln 
训 Q21 Q2n 


Qn Qnr2 ”lnn 
则 A 中 第 i 列 恰 是 向 量 1 在 基 g1,s;,…,s, 下 的 坐标 ,矩阵 4 是 唯一 确定 的 ,并 且 是 可 逆 
的 ,把 (6. 1) 式 形式 地 表达 为 
(81582 5581) 一 (elyes yen)A. (6.2) 

把 (6.2) 式 称 为 基 变 换 公式 ,其 中 的 阶 和 矩阵 A 称 为 由 基 gl ,g: ，…g, 到 基 1 ,8 ，… ,1 
的 过 渡 和 矩阵 (或 称 变换 矩阵 ). 

在 (6. 2) 式 两 端 同时 右 乘 4 : , 便 得 

(81 8 ，… Bu) 一 (81 2220)4 1. 

这 说 明 由 基 81 ,gs ，… ,se 到 基 gl ,8,,… ,e, 的 过 渡 矩 阵 恰 是 由 基 gl ,gz，…,g, 到 21 ,82 ，… ,2 
的 过 渡 矩 阵 的 逆 和 矩阵 . 

例 1 已 知 矩 阵 空间 R2? 的 两 个 基 


| "] | 让 [ | | 0 1 
(1) 41= ,4 一 ,4 一 ,44 一 ; 
0 1 0 一 ! 1 0 三 0 
J 1 1 1 1 1 0 
(2) Bi | i | | |。 | 到 | 4 
求 由 基 (1) 到 基 (2) 的 过 渡 矩 阵 . 
解 为 了 计算 简单 ,引进 R*”? 的 简单 基 : 


(3) I i oa | ,| |， oT |， 9 
1 0 0| 生 0 0| Od (rs 


直接 写 出 由 基 (3) 到 基 (1) 的 过 渡 矩 阵 : 
1 “0 0 
0 01 1 
C= 9 
0 | 
1 一 1 0 0 
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即 (41,4; ,As,44) 二 (L,I,I ,I)Ci. 再 写 出 由 基 (3) 到 基 (2) 的 过 渡 和 矩阵 : 
下 a A 
2 1 1 
hs 
.0 .0 
即 (Bi ,Bs,B;,B,) 二 (L,I ,J ,I)C;. 所 以 有 
(Bi,B, ,Bs,B,)=(Ai,A:,A; ,A)C, 1C。. 
于 是 得 到 由 基 (1) 到 基 (2) 的 过 渡 和 矩阵 为 


© oc 


lO 0 Vi 2 
| 0 -11190i113I 
人 4 人 开工 0 0 人 310 

0 1 一 1 1 0 0 0 0 0 1 0 


6.3.2 坐标 变换 公式 


下 面 研究 同一 向 量 在 两 个 基 下 的 坐标 间 的 关系 . 
设 基 sa ,gs ，…8, 与 81,83，…,84 之 间 的 关系 同 (6. 2) 式 ,向 量 w 在 这 两 个 基 下 的 坐标 
分 别 为 


1 Xl 
ZT 2 
2 2 
;| 和 | .|， 
/ 
Tn Tn 
于 是 有 
/ 7 
Xl Xl 
zh zh 
着 大 2 2 
0 一 (81,82，…8)| ，| 一 (8l8 2)4| ，|. 
Tn Tn 


根据 向 量 在 取 定 基 下 坐标 的 唯一 性 ,得 


1 TZ1 
/ 
TT 并 
“|=4| “|, (6.3) 
Ta Tu 
或 写成 
EA 1 
2 Xz 
=A!| .|. (6. 3)” 


(6. 3) 式 或 (6. 3) 式 叫做 坐标 变换 公式 . 
定理 6.3 在 n 维 线性 空间 V 中 , 设 向 量 a 在 两 个 基 sl ,sz ，…,s, 及 s1,83，…8x 之 下 
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的 坐标 分 别 为 (zi ,zz，…,zo)7 及 (zx1 ,zz，… ,Zz4) ,如 果 两 个 向 量 组 间 的 变换 如 (6.2) 式 , 则 
坐标 变换 公式 为 (6. 3) 式 或 (6. 3) 式 . 
例 2 在 线性 空间 Rs: 中 , 求 出 由 基 


2 一 上 = 
0 一 | 1|, @=| 0|, @=|—5 
3 1 = 


到 基 


-< 


的 变换 公式 ,并 求 向 量 5 一 (4,12,6)7 在 基 @ ,os ,as 下 的 坐标 (zi ,zs ,zs)7. 
解 首先 容易 得 到 由 基 sl ,gz，…g, 到 基 ol ,az ,…，,o 的 变换 公式 为 


(oa ,oa ,03s ) 一 (Bl ,gz ,83)A, 


其 中 


4 一 | 1 0 一 5|， 求 得 4 一 | 一 7 4. 二 6 小 
3 二 = 1 y 1 


2 2 2 
于 是 ,由 基 Qi ,az ,as 到 基 si ,gs ，…,s, 的 变换 公式 为 (El ,82 ,gs) 一 (oa ,os ,03)A 1. 
又 因为 向 量 在 基 sl ,gs，…,g, 下 的 坐标 显然 为 (4,12,6)7, 依 坐标 变换 公式 便 有 


1 4 7 
Zaz | 一 4 | 12 -| -| 
Zs 6 = 


例 3 对 于 数 域 玉 上 的 线性 空间 F”” ,证 明 : 


1 0 0 0 0 1 0 1 
4 一 ， 4: 一 ， 4: 一 ， 44 一 
0 0 0 1 1 0 一 让, 人 


是 一 个 基 , 并 求 4 一 | 四 | 在 该 大 下 的 从 标 
解 取 基 


1 0 0 1 0 0 0 0 
五 : 一 ， E;= ， E;= ， E,= ， 
0 0 0 0 1 0 0 1 


Ai=E',， 
A:=E,, 
A;=E;,+E;, 
A,=E,—E;, 


则 有 
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即 
1 0 0 0 
0 0 1 1 
(Ai,A, ,A;s,A,)=(E ,E,,E,,E,) 0 01 -1 
0 1 0 0 
过 渡 矩 阵 
0 0 
0 0 1 1 
B= ， 
0 一 
0 1 0 0 


| 了 | 一 一 2 天 0, 故 4, ,4: ,A; ,A4 是 一 个 基 . 
因为 4 在 五， »E, ,E; ,五 4 下 的 坐标 为 (an ?Q12 9Q21 5Qzz) ;所 以 A 在 4， 42 ,A: ,A, 下 的 坐 
标 为 


Q11 
Xl aul az2z 
I 一 B-: a 三 | 机 
总 Ba 十 azi) |: 
4 到 Ca 一 a21) 
习题 6-3 
1. 设 si ,ss ,gs 是 线性 空间 V 的 一 个 基 ,a 一 zisl 十 zzg: 十 zsgs, 则 由 基 81 ,8 ,gs 到 基 8;， 
63,81 的 过 渡 和 矩阵 T 一 ,而 wx 在 基 si,gz,ss 下 的 坐标 是 。 


2. 在 Rs 中 求 基 wm = (1,0,1),o: 一 (1,1, 一 1) ,as 一 (1, 一 1,1) 到 基 尺 =(3,0,1)， 
及 =(2,0,0), 房 =(0,2, 一 2) 的 过 渡 和 矩阵. 

3. 在 R' 中 , 求 由 基 8 ,sz ,23,24 到 基 人 ,11 ,1,1 的 过 渡 和 矩阵 ,并 求 向 量 5 在 所 指 基 下 
的 坐标 . 设 : 


si 一 (1,0,0,0)， 人 


8 一 (0,1,0,0)， ,=(0,3,1,0), 
8 一 (0,0,1,0)， =(5,3,2,1), 

一 (0,0,0,1)， 一 
岂 一 (6,6,1,3)， 


6 三 (zi,T29ZT3,T4) 在 二 ,0,1 ,下 的 坐标 ; 


B=(1,2,—1,0), 0 


(2) &2=(1,—1,1,1), ,=(0,1,2,2), 
es == Ly 外 一 (一 2,1,1,2)， 
一 (一 1, 一 1,0,1)， = 
8 一 人 ) 1 二 (1,3,1,2)， 


€ 二 (1,0,0,0) 在 sl ,gs ,es ,El 下 的 坐标 . 
4. 继 第 3 题 (1) , 求 一 非 零 向 量 &, 它 在 基 sa ,2 ,8 ,st 与 和 1 ,也 ,外 ,也 下 有 相同 的 坐标 . 
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6.4 线性 变换 及 其 矩阵 


线性 空间 是 某 类 客观 事物 从 量 的 方面 的 一 个 抽象 , 而 线性 变换 则 研究 线性 空间 中 元 素 
之 间 的 最 基本 联系 ,本 节 介绍 线性 变换 的 基本 概念 ,并 讨论 线性 变换 与 矩阵 之 间 联 系 . 


6.4.1 线性 变换 及 其 运算 


定义 6.5 ”对 于 线性 空间 V, 如 果 存 在 一 种 规则 c: 对 于 V 中 每 个 元 素 &, 都 有 V 中 一 
个 确定 元 素 @ 与 之 对 应 , 则 称 o 为 线性 空间 V 的 一 个 变换 ,并 把 这 种 对 应 关系 记 为 c(a) = 
Qa ,a 称 为 a 在 变换 o 下 的 像 ,a 称 为 a' 在 变换 so 下 的 一 个 原 像 . 
V 中 所 有 元 素 在 变换 c 下 的 像 所 成 的 集合 称 为 变换 o 的 像 集 (或 值 域 ), 记 为 c(V). 显 
然 ,o(VD)EV. 
定义 6.6 设 o,r 都 是 线性 空间 V 的 变换 ,如 果 对 于 任意 的 aEV, 总 有 cola) 二 (a), 则 
说 变换 o 与 变换 + 相等 , 记 作 c 一 r. 
几 个 特殊 的 变换 : 
恒 等 变 换 1* : 1* (gq) = 二 a,a€EV; 
零 变 换 0 : 0 (@)==0,a€EV; 
数 乘 变换 &* (kEF): k" (a) =ka ,a€EV. 
设 o,rt 都 是 线性 空间 V 的 变换 . 可 定义 与 r 的 和 变换 o 十 rt 及 乘积 变换 or 为 : 
(c+ (a)=o(@)+r(a), CEV; 
or(o) 一 oLr(o)]， aEV. 
如 果 V 是 数 域 F 上 的 线性 空间 ,对 于 下 中 的 数 & 及 V 的 变换 ,可 定义 c 的 数 乘 变 换 
ko 为 


(ko) (a)=ko(a), CETV. 


定义 6.7 对 于 线性 空间 V 的 变换 o, 若 有 V 的 变换 rt, 使 or 二 ro 二 1* , 则 称 o 为 可 逆 变 
换 ,rt 称 为 o 的 逆 变 换 , 记 为 o :!. 

定义 6.8 设 V 是 数 域 玉 上 的 线性 空间 ,o 是 V 的 一 个 变换 . 如 果 对 于 V 中 任意 元 素 
@,B 以 及 数 域 下 中 任意 的 数 &, 总 有 : 

(1) c(Ccx 十 太一 cCx) 十 c(CB) ， 

(2) ol(k@)=ko(@). 
则 称 为 线性 空间 V 的 一 个 线性 变换 . 

如 果 线 性 空间 Y 的 线性 变换 v 还 是 可 逆 变 换 , 则 称 o 为 V 的 一 个 可 逆 线 性 变换 . 

( 数 域 下 上 的 ) 线 性 空间 V 的 线性 变换 so 具有 如 下 一 些 基 本 性 质 : 

性 质 1 oC0)=0;o( 一 @)== 一 o(@) ,a€EV. 

证 ol0)==o(0@) 二 00(@a)==0， 

o(—@)=o[(—1)e]=(—1)o(@) ol(@). 

性 质 2 线性 变换 保持 线性 组 合 关系 不 变 , 即 对 V 中 任何 向 量 ci ,Gs,…,@, 及 数 域 下 

中 任何 数 ; sk2 ,ks 总 有 : 
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oki@1 十 Ra 十 … 十 RC:) 一 Ra(Con ) 十 RaaCoz) 十 … 十 Ra(Ca:). 

性 质 3 若 wm ,oz ,…,a, 线性 相关 , 则 c(a) ,coCaz),…，,a(Ca:) 也 线性 相关 . 

证 若 V 中 向 量 On ,02 "0s 线性 相关 , 则 有 下 中 不 全 为 零 的 数 ki, ks,*** ,ks 使 ki@i a 
ko@; 十 … 十 ks@s 二 0. 于 是 olh@i 十 ko@; 十 … 十 k,@;s) 二 a(o), 利 用 性 质 1 和 性 质 2, 上 式 即 为 
kio(@1) 十 kzo《@2) 十 … 十 ko (@,) 王 0. 说明 ol@1),ol@s),… ,ol@;) 是 V 的 一 个 线性 相关 组 . 

性 质 4 车 o,r 都 是 线性 变换 , 则 o 十 t,or,kolkEF) 也 都 是 线性 变换 . 

证 对 任意 的 a,BEV 及 任意 的 &EEF, 有 

(co 十 rz) at+P)=o(at+P) +r (atp)=o(0) 十 c( 有 十 r(a) 十 r( 有 ) 
=o(@)+r(@) +o(P)+r P= (ot+r) (0) + (oto (Pp); 
(ctr (ka)=o(k@)+r (ka)=ko(@)+kr(o) 

=k[o(@)+r(@)]=k(o+t7) (0). 


所 以 o 十 z 为 线性 变换 . 
类 似 地 可 以 证 明 or 为 线性 变换 . 再 由 (ko) (a) 二 k" (ol(@)) ,而 人" 是 线性 变换 ,可 知 ho 
亦 为 线性 变换 . 
性 质 5 线性 变换 满足 如 下 算 律 : 对 于 线性 空间 V 的 线性 变换 o ,rt,p 及 数 域 玉 上 的 数 
k,l, 总 有 
0 十 r 一 r 十 cj 
(ott)+p=o+t+ (rt+p); 
(or)p=o(rp); 
olttp)=ortop; 
(ot+r)p=optrp; 
(kl)o=k(10); 
(k++)o=kotlo; 
klot+7t)=kotkr. 
性 质 6 若是 可 逆 线 性 变换 , 则 o :也 是 可 逆 线 性 变换 . 
证 ”只 需 证 “为 线性 变换 ,对 于 线性 空间 中 的 任意 向 量 4,B, 有 
& 十 1= (oo 1) (@)+ oo) (P=oLo (0)J+oLo (Pp)]. 
以 o! 作 用 等 式 两 端 得 o 1 (a 十 BP) = 二 a! (@) 十 oP). 
对 于 V 中 任意 向 量 w 及 数 域 下 中 的 任意 数 &, 有 
ka=k(oo 1) (a)=ko[Lo (a)]=oLko (0)] 
以 o :作用 两 端 得 
o 1(Rw) 一 to !(@). 
于 是 知 "为 线性 变换 ,从 而 是 可 逆 线 性 变换 . 
例 1 令 F"*" 表 示 数 域 F 上 一 切 n 阶 方 阵 所 构成 的 向 量 空间 , 取 定 4,BE F"*" ,对 任意 
的 对 EF"*" ,定义 olXX) 一 ATXA 一 BTXB. 证 明 o 是 F"*" 上 的 一 个 线性 变换 . 
证 对 任意 的 和 X,YEF"*",kEF, 有 : 
ol(X+Y)=AT(X+Y)A—B'(X+Y)B 
4IXA 一 BITXB 二 AITY4 一 BITYB 
=o(X)+ol(Y), 
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okX)=AT (RX)A—BT (kX)B=k(AT XA—BTXB)=ko(X). 
因此 oc 是 F”" 上 的 一 个 线性 变换 . 


6.4.2 ”线性 变换 的 矩阵 表示 


设 了 是 数 域 F 上 的 维 线性 空间 ,ei ,gs ,…,s, 是 V 的 一 个 基 . 
首先 说 明 : 线性 空间 V 的 一 个 线性 变换 o, 可 以 由 它 对 基 的 作用 完全 确定 , 即 已 知 o 将 
8i 化 为 oC8;) (i 二 1,2,…,n), 则 对 V 中 任意 向 量 a 二 ke 十 hogs 十 … 十 ke,, 必 有 
0Co) 一 Aia(Bl) 十 Raa(Ez) 十 … 十 RaCE。). 
这 说 明 oC(a) 被 完全 确定 . 由 c 的 任意 性 知 线性 变换 o 被 完全 确定 了 . 
从 另 一 个 角度 看 ,oCs;) 作 为 V 中 向 量 ,又 可 以 由 基 gi ,sg;,… ,s, 唯一 地 线性 表示 . 设 
a(C8i) 一 all8l 十 al8 十 … 十 amgn， 


0(8:) 一 alz8l 十 azzg: 十 … 十 ago 


(6.4) 
0(gn) 一 ain81 十 azBz 十 … 十 amBn。 
若 记 
au a Qln 
A a21 a Q2n 
Qn Qnr2 “”” Qnm 
则 (6. 4) 式 可 表示 为 
(a(g1),0(82),""* ,0(E)) = (E182 ,En)A. (6.5) 
引进 记号 c(gi ,2;，,… ,8,) 来 表示 (ols1) ,ol8;),…,ols,)), 故 (6.5) 式 又 可 表示 为 
o(81 82°"° 8s) = (81 ,82 BA (6.6) 


其 中 (6. 6) 式 中 的 n 阶 矩 阵 A 称 为 线性 变换 o 在 基 sl ,ss ,…,s, 下 的 矩阵 . 
显然 , 当 o 确定 时 , 它 在 取 定 基 si,s:,…，,sg, 下 的 矩阵 4 是 被 唯一 确定 的 . 事实 上 ， 
六 的 第 i 列 正 是 cl;) 在 基 Bl 82 .°° ,En 下 的 坐标 . 
反 过 来 , 若 给 数 域 FF 上 一 个 ” 阶 和 矩阵 4 一 [as], 可 以 证 明 V 上 存在 唯一 的 线性 变换 
使 得 在 基 sl ,ss,…,s, 下 的 矩阵 恰 为 4. 
证 明 过 程 如 下 : 
先 构造 V 的 一 个 变换 ,再 证 明 它 是 线性 变换 ,并 且 是 满足 (6. 6) 式 的 唯一 的 线性 变 
换 . 记 
一 aligl 十 azgz 十 … 十 aaags， i=1,2,°,n. 
对 于 V 中 向 量 g 二 kei 十 kz8z 十 … 十 knen， 令 
o(@)=ki@iTkzGz 二 Tk, , 
显然 o 是 V 的 一 个 变换 .o 还 满足 : 
(1) 对 于 V 中 任意 向 量 &,p, 若 : 
Q=hkigitk2g Tk.» 
B=letilet tlhe, , 
按 c 的 定义 应 有 
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o(@)=ki@i thk0 十 … 十 Rn， 
0( 太 一 Do 十 1220 十 … 十 Za， 


而 
C& 十 有 一 (局 十 2)8 十 (如 十 8 十 … 十 (所 二 2)sv， 
于 是 又 有 
ol@tPB)= (k+l mt ktl) Gt (kt ) 0 , 
显然 满足 


olat+P)=o(@) +o(P). 

(2) 对 于 任意 的 RE 下 及 @= 二 kei 十 kz8s 十 … 十 kesEV, 便 有 

0Co) 一 局 On TkG 十 … 十 Rs， 

RGC 一 RRIEBI 十 ERzBs 十 … 十 RRsEn 

OCRGC) 一 RE + kk Gt kk 0,. 
可 见 oC(k@a) 二 ko(@). 

由 (1)、(2) 即 知 o 是 V 的 线性 变换 . 

下 面 证 明 线性 变换 o 在 基 1 ,s,,，…,e, 下 的 矩阵 恰 为 4, 即 证 (6. 6) 式 成 立 . 事实 上 ， 
因为 

€i=081 十 … 十 08i:-1 十 le 十 08iti 十 … 十 08,， i 二 1,2,*** ,ns 
故 有 
aC2) 一 00: 十 … 十 00-1: 十 1a: 十 00iH1 十 … 十 00 一 0 
=ayB1 二 azi82 十 … 十 ani8n， i=1,2,*** ,Nn. 
即 知 (6. 6) 式 成 立 . 

由 于 线性 变换 o 对 基 的 作用 已 经 由 o(s;) 二 @; (i 二 1,2,…,n) 完 全 确定 ,所 以 上 述 满足 
(6. 6) 式 的 线性 变换 o 是 唯一 的 . 

总 之 ,在 线性 空间 V 的 取 定 基 se ,s;,…,e, 之 下 ,V 的 线性 变换 v 与 数 域 玉 上 的 ” 阶 和 矩 
阵 A 相互 唯一 确定 . 也 可 以 说 ,在 取 定 基 之 下 ,V 的 线性 变换 与 上 n 阶 和 矩阵 一 一 对 应 ,其 
对 应 关系 如 (6. 6) 式 所 示 . 

例 2 对 于 线性 空间 RL[zj; ,已 知 线性 变换 zt 为 求 导数 : tL[f(z)]== 了 (zx). 

在 基 & 二 1,e, 二 zx,es 二 xz? 下 ,因为 
tle1)=0, 
r(ez) 一 1 一 el， 


r(es) 一 2z 一 2e: ， 


0 1 0 
A=|0 0 2|. 
0 0 0 
T(E1,82 ,63)—= (E182 ,83)4. 


例 3 x 维 线性 空间 V 的 线性 变换 o 为 数 乘 变 换 &" 的 充分 必要 条 件 是 o 在 V 的 任 一 基 
e1562，,"…,en 下 的 矩阵 为 ” 阶 数量 矩阵 &I. 特别 地 ,线性 变换 o 为 零 变 换 的 充分 必要 条 件 是 


所 以 r 在 基 sl,gsz,gs 下 的 矩阵 为 


即 有 
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它 在 任 一 基 下 的 矩阵 为 零 矩 阵 ; 线 性 变换 o 为 恒 等 变 换 的 充分 必要 条 件 是 它 在 任 一 基 下 的 
矩阵 为 单位 矩阵 . 

证 如 果 o=k* , 则 有 vc(gi) 一 上 (8;)= 二 kei,i 二 1,2,…,n, 易 知 o 在 基 g1 ,ss,…,E, 下 的 
矩阵 为 


反 过 来 ,如 有 
ol(g1,82 ，… go) 一 (Bl ,82 ,°° ,En) . » 


即 有 
o(€i)=kei, i=1,2,.,n. 
对 于 任意 的 gEV, 设 ga==kigi 十 kgs 十 … 十 ke,, 则 有 
o(@)=kio(g1) 二 ko(82) 二 ko (8,) 
=kikei+kzkes 二 Tk,k e, 
=k@=k" (@). 
由 w 的 任意 性 , 知 c 一 人 . 
零 变换 0" 和 恒 等 变换 1" 不 过 是 数 乘 变换 k* 当 &=0 及 & 一 1 时 的 特例 . 
例 4 在 取 定 基 下 ,n 维 线性 空间 的 线性 变换 与 数 域 F 上 的 ?” 阶 和 矩阵 是 一 一 对 应 的 . 若 
设 线性 变换 c,r 在 基 sl ,sz，…,s, 下 的 矩阵 分 别 为 4,B, 证 明 o 十 t,or 及 ko(kE 下 ) 在 基 81， 
8&2，… ,En 下 的 矩阵 恰 为 4 十 B,4B 及 kA. 
证 0CE1 ,gz ，…E) 一 (El ,82 ,21)A, 
r(81 ,82 ,°° ,£1) = (1 82," ,2,)B, 
可 知 
(gtr (gl ,8 ，…g) 一 ((a 十 rz)(8l) ,Co 十 rz)C8gs)，…，(a 十 rz)Cg。)) 
=(o(81)+r(e1),o(82)+r(g2),*** ,0(E,) T(E)) 
=(o(g1),0(82),"* ,0(81))+ (T(E1) ,T(E2) ,TEs)) 
一 (8l ,8:，…8)A 十 (El ,82,°% ,21,)B 
=(g1,82,." ,8,) (A+B). 
说 明 c 二 rz 在 基 sl,s，…,8, 下 的 矩阵 恰 为 A 十 B. 
类 似 可 证 or,ko(kE 下 ) 在 基 g1 ,sg,，… ,ss 下 的 矩阵 为 4B ,kA. 
定理 6.4 设 V 是 数 域 上 的 n 维 线性 空间 ,在 取 定 基 sl ,gs ,…,s, 之 下 ,V 的 线性 变 
换 与 F 上” 阶 和 矩阵 一 一 对 应 ,这 种 对 应 关系 保持 加 法 、 保 持 乘法 、 保 持 数 乘 . 
定理 6.5 设 线性 空间 V 的 线性 变换 o 在 基 sl ,sz,…，,s, 下 的 矩阵 为 4, 则 可逆 的 充 
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分 必要 条 件 是 A 可 道 . 并且, 当 o 可 逆 时 ,o :在 基 si ,sz,…,s, 下 的 矩阵 恰 是 A71. 

证 ”如果 线性 变换 o 可 道 ,可 设 o :在 基 s ,ss,…,s, 下 的 矩阵 为 C, 于 是 oo ! 在 基 1， 
2，…,8 下 的 矩阵 为 4C. 因为 oo! 二 1* ,由 本 节 中 的 例 3 知 AC=I, 故 A 可 道 , 且 C=A!， 
即 说 线性 变换 o-! 在 基 si ,gs ,… ,e, 下 的 矩阵 恰 是 A-!. 

反之 ,车 线性 变换 o 在 基 si ,sg;,…,s, 下 的 矩阵 4 是 可 逆 的 ,可 设 在 基 81 ,g,,… ,ss 下 与 
矩阵 4-: 相 应 的 线性 变换 为 o. 于 是 线性 变换 op 在 基 si ,gs ,…，,s, 下 的 矩阵 应 为 44 一 一 工 
再 由 本 节 中 的 例 3 知 co 一 1 . 同 理 可 证 oo 一 1” , 故 知 c 可 道 , 且 o :一 0. 

例 5 对 线性 空间 R[zj;, 已 知 r 为 求 导数 的 线性 变换 tr[f(z)] 二 (x), 在 基 gi 二 1， 
8 一 Zi8 一 Z2 下 ,因为 r(8i) 一 0,r(g:) 一 1 一 si)r(ss) 一 2z 一 28: ,证 明 r* 不 是 可 逆 线 性 变换 ; 
而 o=r 十 1' 是 可 逆 的 线性 变换 . 对 于 RLz]s 中 的 向 量 F(z) 一 2 一 z2, 求 出 c [f(z)]. 

解 r 在 基 zi: 一 1,s: 一 z,g: 一 z2 下 的 矩阵 为 
0 1 0 
0 0 2 
0 0 0 
A 显然 不 可 逆 , 故 由 定理 6. 5 知 * 不 是 可 逆 的 线性 变换 ， 

因为 便 等 变换 1* 是 线性 变换 并 且 在 任 一 基 下 的 矩阵 都 是 单位 矩阵 . 故 知 c( 作 为 两 个 线 
性 变换 之 和 ) 为 线性 变换 ,根据 定理 6.5 又 知 o=t 十 1 在 基 si ,gz ,gs 下 的 矩阵 为 


A= 


和 计 和 
B=I+A=|0 1 中 
0 0 1 
因为 召 可逆, 由 定理 6.5 知 c 为 可 逆 线 性 变换 . 故 
ol(g1,82,63)= (81,82,63)B 1. (6.7) 
计算 得 
一 2 
0 0 1 
由 (6. 7) 式 可 得 
o~1(81) 一 8l,o 1(g:) 一 2g: 一 28: 十 ss: 
故 


o [f(z)]=0 (28g: 一) 一 2 (81)—o (8:) 一 28: 一 (28: 一 28: 十 gs) 一 28: 一 8 一 2z 一 并 
定理 6.6 设 s ,gs ,…,s, 是 线性 空间 V 的 一 个 基 , 线 性 变换 o 在 该 基 下 的 矩阵 为 4. 如 
果 V 中 向 量 & 在 这 组 基 下 的 坐标 为 x, 则 o(&) 在 该 基 下 的 坐标 为 Ax. 
证 设 x 一 (zyz，…zo)7, 即 上 一 zigl 十 zzgs 十 … 十 zugs, 于 是 
0(CE) 一 Zia(Bl) 十 zza(82) 十 … 十 ZaaCBn) 
Xl 


Ti 
=(o(g1),0(82),"** ,0s))| . 


Tn 
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1 


2 
=(g81,82.°"* ,21)A| 


Tn 
=(g1,82 ,°° ,En) (Ax). 
可 见 Ax 恰 是 o(€) 在 基 s ,sz ,…，,s, 下 的 坐标 . 
例 6 利用 定理 6. 6 计算 本 节 例 5 中 的 o [FPCz)]. 
解 f(z) 二 2 一 z? 在 基 g ,gz，…,8s 下 的 坐标 为 (2,0, 一 1)7, 则 o ![f(z)] 在 该 基 下 的 


坐标 为 
2 0 
-1| lo 0 三 到 = 


o~1[F(z)] 一 0g: 十 2g: 一 8: 一 2z 一 2 
定理 6.7 同一 线性 变换 在 不 同 基 下 的 矩阵 是 相似 的 . 具体 地 说 ,如 果 线 性 空间 V 的 线 
性 变换 在 两 个 基 sl ,gz ，…,g, 及 人 ,也 ，… 刀 下 的 矩阵 分 别 是 4 和 B, 由 81 ,8,,…,s, 到 
?1 ,中 ，…, 中 ,的 变换 矩阵 为 卫 , 则 了 3 一 P AP. 
ol(819829°°* En) = (81 ,82 ,°° ,21)A, 
证 oN ,= ,0 )B, 
(WM, ) = (e182, ,2 )P, 
此 时 (el 582，… 84) 二 《11,1，…,,)P .于 是 
(人 N,N,) =o( (818 ,En)P) 


B-! 


故 有 


(6.8) 


一 (a(8l ,8 ,°° ,81))P 
一 (8 ,8 ,°° ,8,)AP 
= (m9, ,PAP. 
与 (6. 8) 式 对 照 ,注意 到 线性 变换 在 取 定 基 下 的 和 矩阵 是 唯一 的 , 即 知 也 一 P :4P. 


习题 6-4 


1. 设 工 为 Re 中 的 一 个 线性 变换 , 且 rw)=| |, 其 中 =“ -| :|r?=|:|， 


-由 


(1) 对 于 任意 元 素 -| | 二 TO); 
2 
和 0 
CD) 求 a=| ,|,e=| ;| 桂 了 下 的 像 
(3) 求 在 基 e， ?2 下 的 矩阵 . 
2. 设 函 数 集合 V: 一 {(az 衬 十 aaz 十 ao)er|asyatyaoER}, 对 于 函数 的 线性 运算 构成 三 


《CC 总 习题 6 | 169) 


维 线性 空间 ,在 V: 中 取 一 个 基 w 一 zer ,wz 一 Zery0s 一 er. 
(1) 求 微 分 运算 D 在 这 组 基 下 的 矩阵 ; 


(2) 设 y 一 (3 忆 十 2z 十 be 求生. 
3. 设 在 R: 中 ,线性 变换 本 关于 a ,az ,as 的 矩阵 为 
45 二 于 5 
le 15 =| 
8 = 6 
求 工 在 新 基 记 =2w: 十 3o: 十 os ,及 3 十 4a: 十 os ,及 一 oa 十 2 十 2c: 下 的 矩阵 . 
4. 已 知 定义 在 闭 区 间 [a,5] 上 的 所 有 实 连 续 函 数 的 集合 C(a,5) 构 成 R 上 的 一 个 线性 


空间 ,在 CCa,6) 上 定义 变换 了, 即 JLfCD] 一 GDdusV f(D € Ce 已. 试 证 明了 是 
Cla,5) 的 一 个 线性 变换 . 


总 习题 6 


1. 下 列 集合 能 否 构 成 实数 域 R 上 的 线性 空间 : 

(1) 全 体 n 阶 实 对 称 ( 反 对 称 , 上 三 角 ) 和 矩阵 ,对 于 和 矩阵 的 加 法 和 数量 乘法 ; 

(2) 平面 上 不 平行 于 某 一 向 量 的 全 部 向 量 所 成 的 集合 ,对 于 向 量 的 加 法 和 数量 乘法 ; 

(3) 平面 上 全 体 向 量 , 对 于 通常 的 加 法 和 如 下 定义 的 数量 乘法 : tea 一 o; 

(4) 集合 与 加 法 同 (3) ,数量 乘法 定义 为 : kw 一 w. 

2. 设 Vi ,Vi 都 是 线性 空间 V 的 子 空间 , 且 ViSV; ,证 明 : 如 果 Vi 的 维 数 与 V， 的 维 数 
相等 ,那么 一 V:. 


3. 设 
1 0 0 
A=|0 1 0|， 
Ei 
求 RX 中 全 体 与 4 可 交换 的 矩阵 所 成 子 空 间 的 维 数 和 一 个 基 . 
4. 在 Rzx? 中 ,给 定 


1 0 1 | 0 0 0 0 
| 
0 0 0 0 1 和 0 1 
(1) 证 明 Ei ,E; ,E;,E, 是 Rx? 的 一 个 基 . 
(2) 证 明 


0 1 1 0 让 条 1 1 
ss 
1 1 1 1 0 1 人 
也 是 RX 的 一 个 基 . 
(3) 求 E ,Es,E;,E, 到 G,G,,G,;,G, 的 过 渡 矩 阵 . 


< 求 4=|， | 在 丙 个 基 下 的 生 标 
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5. 设 工 为 Rs 中 的 一 个 线性 变换 ,上 且 T(ai ,az ,as) 王 (2ai 一 az ,as 十 asyal), 求 工 在 基 
el 一 (1,0,0),e 一 (0,1,0),e: 一 (0,0,1) 下 的 矩阵 . 

6. 设 V, 是 维 线性 空间 V 的 一 个 子 空间 ,o ,…，,o' 是 V 的 一 个 基 , 试 证 : V, 中 存在 
元 素 g-H …,@, ,使 orarH au 成 为 V。 的 一 个 基 . 

7. 设 mo ，…,@, 是 R" 的 一 个 基 . 

(1) 证 明 wo 十 oa oa 十 oo 十 oo 十 oo 十 … 十 oo 也 是 R" 的 一 个 基 . 

(2) 求 从 旧 基 wa ,oz ,…，,os 到 新 基 ol ,ol 十 oa ,oa 十 oo 十 os oa 十 oo 十 … 十 ov 的 过 渡 
矩阵 . 

(3) 求 向 量 w 的 旧 坐标 (zl ,za，…，,zs)T 和 新 坐标 (yi sa yn) 间 的 变换 公式 . 

8. 判断 下 列 变换 哪些 是 线性 变换 ,哪些 不 是 线性 变换 . 

(1) 在 R’ 中 ,对 任意 向 量 一 (zl ,Xz ) 规 定 : 

OO T(o) 王 (1 十 zyzz); 

Q@ T(@)= (x1,0); 

Q@ T(@)= (zx; ,7x2); 

@ T(@)=(—zi,z2); 

© T(@)= (zx;,271). 

(2) oo 是 R: 中 国定 的 一 个 向 量 ,规定 T(a) 一 wm 十 xc(oo 天 o) ,其 中 ER. 

(3) 在 R”" 中 , 取 定 A,B, 令 T(X) 二 AXB, 其 中 XER”™". 

9. 设 三 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 了 在 基 si ,sz ,ss 下 的 矩阵 为 


Qn la ails 
4 一 | az az azs |. 


ld3l Q32 Q33 


(1) 求 工 在 基 gs,gz ,sl 下 的 矩阵 ; 

(2) 求 工 在 基 sgi ,pes,sgs 下 的 矩阵 ,其 中 AER 且 了 0; 

(3) 求 工 在 基 sl: 十 es ,gs: ,gs 下 的 矩阵 . 

10. 设 工 是 线性 空间 V 上 的 线性 变换 ,如 果 T*1€ 隆 0, 但 T*E = 二 0, 求 证 : &, TE,…， 
THT16(k 之 0) 线 性 无 关 . 
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第 1 章 


习题 1-1 
I. CI Ts (2) 5; (3) 11; (4) —18; (5) 8; (6) 60. 
2. (1) z==0 或 z=2; (2) z= 二 0 或 z=1. 
习题 1-2 
1. 1234,1243,1324,1342,1423,1432,2134,2143,2314,2341,2413,2431,3124,3142， 


3214,3241,3412,3421,4123,4132,4213,4231,4312,4321. 
2. A 


3. (D4; (2)7; (3) 13; (4) 于 mnCn 一 1)， 


习题 1-3 


1 (I) (=D "nl (2) 0; (3) 1. 
2. (1) 正 ; (2) 负 ; (3) 负 . 
3. k=1,/=5. 
4. 了 略 . 


习题 1-4 


1. (1) 0; (2) 8; (3) =2(z: Ty 
2. (1) —270; (2) 一 799. 
3. 略 . 


习题 1-5 


1. 0,29. 
2. 一 15. 
3. (1) oa 十 0 十 d; (2) 160; (3) 0. 


<<< 习题 答案 | 173) 


习题 1-6 


1. (1) zy’; (20 {=1> 
2 (Dt(= 1 (2) Zz" 十 ax"! 十 … 十 as_1z 十 a。。 


3. (1) z1=—1,z:=1,z3=—2,z,=2; (2) zi 一 al yzz 一 az， Zn 一 Qn。 


习题 1-7 


sD 十 xp: 
2 


1. (1) a1=3,7:=4,z3=53 
(2) z=1,y=2,z=3; 


(3) zi ,zs 二 ,xn 


4 汉 
(4) Zz1=0,z:= ITs 3 'T4 


2. 仅 有 零 解 . 
3. & 一 一 1 或 有 人 一 4. 


总 习题 1 


: (C1).08 (2) 0; (3) 53 (4) 2zx’—6zx’+6; (5) (1 一 1) (12 十 5 十 5)， 
.k= 二 3 或 k=1. 


tn an 一 


1 
2 
3. (一 Dn! 或 (一 Dnl. 
4. (1) 48; (2) 8; (8) =273 (4) 1—Zz’—y —z’; 


(5) 0; (6) 2(3zyz 一 z2 —y’ —2z’). 
5， 略 . 
6. (1) (2 —m)—m™; (2) Daiz™!; 

i=1 te 
1 SRN 

(8) aaan[w 2 a (4) (+ s)he 
7, 略 . 
8. (1) zi 一 3,z? 一 1,zs 一 1; (2) zi 一 3,zsz 4,x 1,z=1. 
9. & 天 3 且 k 关 一 2. 


10. a 二 一 2 或 a=1. 
第 2 章 
习题 2-1 
(1) z 一 6 或 z 一 一 1; (2) z=3,y=2,z=1. 
习题 2-2 


= 6 5 | 4 2 4 
1, (1) | | (2) | | (3) | | 
一 2 一 1 12 0 一 2 6 8 


(174 ， 习题 答案 >>》 


0 
5 2 
2. | | (2) 
9 0 
0 
1 3 
(4) | 4 :| (5) | 
3 6 9 6 
和 > 交 
一 35 一 30 
3 | | (2) | 1 
45 10 
0 0 
4. 证 明 略 . 
习题 2-3 
1 d 
5 5 ad—bc 
Li Xd ; (2) 
二 这 一 < 
5 5 ad 一 5 
10 
1 一 4 一 3 
0 1 
o| 1 一 5 -| (5) 
0 0 
—1 6 4 
0 0 
1 2 -1 站 
ap, 由 二 | 
让 
—1 —5 4 一 1 
习题 2-4 
1 -2 1 0 
LD (2) 
l 0 0 1 -2| 
0 0 0 1 
—2 1 3 0 
2. | 1 2 (2) | 一 1 
3 一 2 0 3 


0 0 
0 | (3) | 
0 0 
一 5 4 
4 | (6) | 
2 = 


—b 
ad 一 pc 
日 (3) 
a 
ad 一 pc 
0 0 
一 2 1 
(6) 
1 一 2 
0 1 
2 一 1 
1 dls 
一 5 4 
下 一 2 1 0 
0 下 1 
0 0 1 一 2 
0 0 0 1 
—2 
-| (3) 
2 


oo 


0 
a 
0 
L 


0 
c 十 bd 
0 


wo 


0 
ac 
0 
ctbad 
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习题 2-5 
1 0 0 
.WD |， | (2) |， | (3)|0 1 0|; 
0 1| 0 了 
0 0 1 
1 0 下 1 0 
(4 10 1 0|; @|，: of (6) |0 1|. 
0 0 0 0 
2 2 _1 
3 9 9 d 2 
3 于 ad 一 bc ad 一 pc 
2. (1) 3 人 1 (2) a 由 3 
二 下 1 和 ad 一 pc ad 一 pc 
3 9 9 
22 —6 一 26 17 1 —3 11 一 20 
—17 5 20 一 13 0 一 2 | 
; 4 
Wi 5 2 一 1 人 oo 1 -2 
4 一 1 一 5 3 0 0， 
习题 2-6 
到 (2 28 (3) 3. 
2. a=1. 
3. (DD ao 天 一 了 且 az1 (2) ao 一 一 二 (3) a=l. 
习题 2-7 
1. (1) 一 64; 
(2) 2 x z—6xZzxk—3xzxy—74+6xk 二 7 x zx y+10 x zxk 二 2 x z 一 24 x yy。 
2 —1 —2 3 3 —6 
2. (1)24+B=| 6 9 5|,A—3B=| 2 13 —2|, 
—3 1 12 一 15 一 3 21 
一 1 一 2 一 2 一 2 一 4 一 1 
AxB=| 9 3 14|,B*A=|—2 4 14|， 
5 7 10 -1 4 10 
1/3 一 4/3 2/3 —2 3 —5 
A\B=|1/4 1 1/4|,A4/B=|—5 3 一 4|. 
1/3 —1/3 2/3 7 —9 16 
5/3 0 1/3 
(2) |—1 1/4 一 1/4 |. 
2/3 0 1/3 


(3) 3. 
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总 习题 2 
3.3. 1 I =3 
， a+8=| | 二 -| 
3 8 2 3 
3 
4 2 1 
i 
2. X=|—1 2 Lk 
7 11 5 
2 2 2 
3.a 一 0,0 一 2,c 一 1,d 一 2. 
4， 略 ， 
3 2 一 1 
7 24 3 
一 3 一 2 1 
5. (1) | 一 8 13|; (2) 
6 4 一 2 
7 40 一 2 
9 6 一 3 


(4) c 十 2 z 十 2 ytanz’ 2a ryt a y’. 
1 0 1 0 1 0 
. A’= ,4 一 ;4"= 上 
24 1 34 1 na 1 
a 


7. (1) | “| 其 中 os 为 任意 沉 数 ， (2) 


On 


0 0 a 
8 一 14. 略 . 
so 7 wl 
， Tl 60 36 
14 3 9 
16 | 5 :| 
10 6 12 
1 3 1 —2 7 
17. GD 1 了 | easg | (lo 1 -2 
全 过 小 一 sing cosg| 
20 ”20 0 0 1 
1 0 0 0 
1 3 -3 -1 
-1 1 5 5 5 
3 0 0 
2 3 4 
(4) 二 于 三 下 于 ; (5) 不 存在 ; (6) 一 沪 . 
2 6 3 
三 王 ” 地 ”了 
1 -5 1 1 5 5 5 
8 24 12 4 
1 1 0 0 
7 一 10 
18. | | 人 惠 | (3)|2 0 ol. 
—1 一 23 33 
1 6 —1 一 ! 


日 (3) 5; 


OO oo 


bre 
a saet a,b,c 为 任意 常数 . 


1 2 = 1 2 =1 
工人 -1，| 一 EN 二 
19, 34 3 1 1 11; 9 1 1 Lk 
一 1 一 9 4 -1 =5 4 
20. 0. 
2 一 3: 
5 2 4 1 2 5 
22. (1) 2 0 1 |; (2) |0 1 2|. 
一 和 = “= 0 0 1 
23 一 29. 略 . 
于 深 2 0 0 0 
5 4 0 0 0 
30. (1) 了 (2) 
一 4 9 -= 00 0 
= 0 0 5 一 6 
Ar 
1 
31. (WD | | (2) 
4 1 Az! 
i 
1 0 0 0 0 
2 —1 0 0 0 0 
0 
so 
32. (1) ; (2) 0 
_l1 2 1 区 
0 0 3 3 3 3 
2 
4 下 ,二 
0 
1 
al 
二 
Q2 
(3) 于 
as 
时 
an 
33, (1) 2; (2) 35 (3) 2; (4) 2 


~” WD OO oO oo 


[= 


[= 
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(5) 1(ai,b; 不 全 为 零 ) ,0( 其 他 情形 ). 


(178 ，、 习题 答 案 > 


习题 3-1 
1 C1) 
(3) 
(4) 
2.. (1) 
(2) 


第 3 章 
ZI 一 1， 
Z2z 一 2， (2) 无 解 ; 
Ta 一 1; 
而 ta 
Zz 一 C1， 
(clycs 为 任意 常数 ); 
_ 
Ts=3 tc, 
4 一 Cz 
一 一 a 二 es， 
zs—a1t Sc, 
ee (cves 为 任意 常数 ). 
一 工 
Th 3 9， 
5 一 Cz 
当 a=0, 且 2 一 一 2 时 ,有 解 : 
w=—1—d, 
Z2 一 1 十 cl 十 cz， 
(clycz 为 任意 常数 ); 
Ts 一 C1， 
4 一 cz 
当 a 取 0, 且 6b 关 士 1 时 ,有 了 唯一 解 : 
ss 
abt)’ 
二 
+1 
=206=0). 
™ tl 
当 a 夫 0, 且 2 一 1 时 ,有 无 穷 多 解 : 
Nt 
1 一 
a 
6 (c 为 任意 常数 ) ; 
7Zs 一 0 


《et 习题 答案 | 179) 


当 a=0, 且 5 二 1 时 ,有 无 穷 多 解 : 
m= 

Zz 二 1，【《c 为 任意 常数 ); 
Zas 一 0 

当 a=0 且 0 一 5 时 ,有 无 穷 多 解 : 


五 一 C 


L 
TT 3， (c 为 任意 常数 ). 


三 生 
Xs 3 
习题 3-2 
1. (1) [23,18,17]; (2) [12,12,11]. 
1 27 
2. (1) [=—450,—5,=9]; (2) [7 一 5 汪汪 |. 


3, [1,2,3,4], 
习题 3-3 


1. (1) 1= 一 11wl 十 14as 十 9ws ; (2) B=2 sl 一 8: 十 5 g: 十 Bt. 
2. (1) 线性 相关 ; 〈2) 线性 无 关 . 
3 一 4. 略 . 


习题 3-4 


1，(1) om ,as ,0s 为 极 大 无 关 组 ; w 二 2@ 一 oz 十 30s; 

(2) om ,as ,os 为 极 大 无 关 组 ; @ 二 @ 十 2@s 一 40s. 
2. (1) 极 大 无 关 组 为 m ,os ,as ,0 ; 秩 为 4; 

(2) 极 大 无 关 组 为 m ,az ,os ,os 或 w ,aa ,at yos 或 ua ,as ,at yos; 秩 为 4. 
3 一 4 略 . 


习题 3-5 
F 8 二 个 
一 6 5 
1. (1) 们 一 cl 1 十 ca 0 (C19C2 为 任意 常数 ) ; 

[ol | 

「 1 「 1 5 

一 2 一 2 一 6 

(2) 9 一 cl 1 |+c| 0|+c| 0 |(e,csscs, 为 任意 常数 ). 

0 1 0 

| 0 | o| 1 


(iso ， 习 题 答案 > 


[1] 8 = 
, 一 6 5 
2. (1) 1 一 6 十 ci 十 cz 0 (ciscz 为 任意 常数 ) ; 
| 0J 0 lL 
「 0] 1 
过 3 
(2) 9 二 | 0 | 十 c| 0 |(c 为 任意 常数 ). 
-LL 1 
L ol lL-2 


3. (1) & 一 一 2, 无 解 ; k 关 1 且 k 关 一 2 有 唯一 解 ; & 一 1 时 有 无 穷 多 组 解 ,其 通 解 为 : 
= 一 1 
0 业 0 
0 0 1 
(2) & 天 1 且 人 夭 一 2 无 解 ;无 唯一 解 ; k= 二 1 时 有 无 穷 多 组 解 , 其 通 解 为 : 
1 1 
0 1 
0 1 


?1 一 | 0 | 十 ca 十 cz (ciycs 为 任意 常数 ); 


?一 | 0 | 十 c| 1 |(c 为 任意 常数 ). 


4.， 略 . 
习题 3-6 


x1=1 Zi 一 3 一 C 
(1) = (2) Fr 为 任意 常数 ， 3) 线性 方程 组 无 解 . 


Zas 一 1 Ts 一 C 


总 习题 3 
二 TE 
二 7=[3， 5， 256| 
2. B=—a@ 一 202: 十 4as. 
3. (1) a=3 01-0),a#0,6#1;B=—50, +@+30; 


(2) a=0, 或 5 二 1 或 a 关 0,6 承 1, 且 a# 21-b). 


4. (1) 线性 相关 ; “2) 线性 相关 ; “3) 线性 无 关 ; “4) 线性 无 关 . 
5. s 为 奇数 时 线性 无 关 ,s 为 偶数 时 线性 相关 . 
6 一 8. 略 . 


9. (1) 秩 为 2,@i ,as 为 极 大 无 关 组 ,a 一 去 a 十 oa 04 一 0 十 02 3; 
(2) 秩 为 3,oa ,az ,os4 为 极 大 无 关 组 ,as 一 四 一 5cz 十 0w4. 
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10. (1) 秩 为 3, 线 性 相关 ; 
(2) ol ,as ,0s 为 极 大 线性 无 关 组 ; 


(C3) 一 十 雯 


2 > 
1 0 
11. (1) 基础 解 系 为 : 1 一 om | sl 
0 7 
通 解 为 : Xa 十 cz 《cicz 为 任意 常数 ). 
0 0 1 
1 1 一 5 
(2) 基础 解 系 为 : 外 一 | 1 |,n,=|0|,n,=| 0|; 
0 1 0 
0 0 3 
通 解 为 : x 二 cg 十 cz 和 1 十 1 (cczycs 为 任意 常数 ). 
= "i 
12. (1) x 一 < 十 ,c 为 任意 常数 ; 
0 11 
|[ 工 
5 | 6 
_7| Ii 
(2) x 一 c 十 | 6 |,c 为 任意 常数 . 
可 | 
Lo 
13. 0 天 一 2 时 ,方程 组 无 解 ; 
当 5= 一 2 时， 
—1] r—1l 
若 a 六 一 8,x=c + i (c 为 任意 常数 ); 
1 0 
4 —1] r—l 
一 一 2 


2 和 
车 a= 一 8,x=c i +e 0 (ci5c2 为 任意 常数 ). 


(182 ，、 习题 答 案 > 


hl = 
1 1 1 
(2) @ 请 ye2 | oi | 
2. (1) 不 是 正 交 和 矩阵 ; (2) 是 正 交 矩阵 . 
3. 了 略 ， 
| 0 
4. 土 一 
| .0 
二 二 
习题 4-2 


1 
1. A 1,h=0,hs=9,p1 | 中 


| 


0 


= 


(2) 64; (3) =72: 


2， 略 . 
3. (1) —2,8,—4; 
4. 0 或 1. 
习题 4-3 
1. 略 . 
2. Zz 一 3 
3. y=1 
4. a=—2,6=6,N1=—4 
习题 4-4 
0 1 
过 -而 
(1) P=| V2 
t 
-1 0-= 
/2 
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wy wo wy 


(2)P ,了 4P 


wo wh wh 
wy wh wo 


习题 4-5 


0. 3333 
(1) 人 一 一 7 所 对 应 的 特征 向 量 为 | 0. oo | 


一 0. 6667 
0. 9339 一 0.1293 

心 一 1 一 2 所 对 应 的 特征 向 量 为 p, 二 | 一 0. mot no on | 
0.1365 一 0.7327 


0 
(2) ja 一 0 一 1 所 对 应 的 特征 向 量 为 lo 
1 


0.7071 
) 一 2 所 对 应 的 特征 向 量 为 | 0 | 
一 0.7071 


总 习题 4 


1. (1) lal =v6, | Bl = v11, 17Y|=v5,(a,P)=(a,7)=0; 
(2) a 与 p 及 a 与 7 均 两 两 正 交 . 
2. kp 十 kp ,其 中 B=[1, 一 3,1,0J7,p, 二 [一 2, 一 1,0,1]' ,ki ,ks 是 任意 实数 . 


3. 略 , 
4. ua 一 一 5,0 一 4 
本 
11 1 
6. a=5,6=6;P | 1 0 中 
0 1 3 
7. (1) 一 4; (2) 于 


8. (1) B=[1,2,2,—1]",p,=[2,3,—3,2]" ,p=[2,—1,—1,—2]"; 
(2) B=[1,—2,27",B=| ,一 子 ， 于] 并 [6, 一 3, 一 6 


| 0 0 
9. | 0 中 
6 = = 


(184 \， 习 题 答 案 >> 


10. (1) 是 ; (2) 是 . 
二 
抽 好 六 
1 时 9 
Wg-| 方 -而 育 |240-| 0 | 
i 妆 和 
J 闻 
= 到 
后 J 3 
| 二 = 二 | - | 
5 2 9 
V45 3 


12. (1) 0; (2) 0; (3) 0; (4) 0. 
13. (1) os 一 c[1,0,1]F(c 为 任意 非 零 实数 ). 


13 —2 5 
oi 10 :| 


6 
5 2 13 
14. & 一 1 或 上 一 一 2. 
15. 略 . 
第 5 章 
习题 5-1 


1. (1),(3),(4). 


1 . 21[z 
2. (1) rose! =2 | 
多 ljJlz 
时 1 一 1 02 
1 -1 02|z, 
(2) f= (zi ,zx ,Zs ,7T4) | 6 Gl 
0 2 0 1jlz, 


3. Zi—Zzi—2z17s —6r173 27 7s. 


6. (1) f=2y: —y+4ys; (2) f=yt—%+ yi. 
了 DD 
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习题 5-2 


1 -1 0 
1. (1) f= 十 3 一 六 ,x 二 Cy, 其 中 CC [ 下 :| 


0 0 1 

1 .= 
(2) f= 并 一 汲 一 肖 ,x 二 Cy, 其 中 oh = -| 

0 0 1 


1 -1 0 
2. (1) f= 十 滋 一 沦 ,x 二 Cz, 其 中 “| 于 ol 
0 0 1 


1 =1/2 2 
(2) f=2zf beaterest el! 1/2 4 
0 0 1 
1/3 —2/Y5 一 2/V45 
3. (1) f=9yi+18y; 十 18y; ,x 二 Cy, 其 中 C=|2/3 1/Y5 一 4/V45 |; 
2/3 0 5/ V45 
3 1N2 1/v6 
(2) /一 六 一 喜 并 一 去 并 ,x 一 Cy, 其 中 C=|11W3 一 1/N3 16|， 
1/V3 0 一 2/V6 


4. 正 交 变换 x 二 Cy, 其 中 
1/V3 0 2/V6 
=| 一 1/V3 一 1/V2 1/V6|, 


一 I/V3 1M2 16 
标准 方程 为 4x 十 3y“ 十 z ?二 1. 


习题 5-3 


1. f=z—2 二 zi. 

2. 2 和 1. 

3. (1) 二 次 型 的 规范 形 为 f= 二 zi 一 有 十 z3, 正 惯性 指数 为 2, 秩 为 3. 
(2) 二 次 型 的 规范 形 为 f= 二 z? 一 z, 正 惯性 指数 为 1 , 秩 为 2. 
(3) 二 次 型 的 规范 形 为 f 一 一 好 十 下 , 正 惯 性 指数 为 1, 秩 为 2. 


习题 5-4 


1. (1) 负 定 二 次 型 ; (2) 不 定 二 次 型 . 
2. (1) —0. 8<a<0; (2) a>2. 

3. —3<a<l. 

4 一 5. 略 . 
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习题 5-5 
1. (1) f=y++y2+10y:; (2) f=2y?+5y2++ ys. 
2. 《1) 负 定 ; (2) 负 定 . 


© oo 站 en 


eg 于 于 


总 习题 5 


1/V2 1/V6 十 2V3 1/V6 一 2V3 


. 正 交 和 矩阵 为 | 一 1//Z 1/V6 十 2V 了 1/V6—2V3 


0 1+V3/V6+2V3 1—V3/V6+2V3 
.Wo 
上 标准 型 为 /一 653 十 3 叶 . 


0 0 1 


1 Li 
x 1 2 


1/V2 1/V3 1/v6 


. a 一 3,0 一 1; 所 用 的 正 交 变换 矩阵 P 一 0 一 1/V3 2/V6 |. 


一 1/V2 1/V3 1/V6 


.21 二 2y 二 2y8. 
. 椭 球 面 . 

。 了 略 . 

. 正定 . 


10. —1<a<0. 
11 一 12. 略 . 

13. 是 正定 矩阵 
14. 略 . 

15.a 一 0,0 一 0. 


第 6 章 


习题 6-1 


1 
2. 


(1) 不 是 线性 空间 ;(2) 是 线性 空间 ; (3) 是 线性 空间 ;(4) 是 线性 空间 . 

(1) Wi 是 L(R) 的 子 空间 . 因为 两 个 连续 函数 的 和 及 数 乘 连续 函数 仍 为 连续 函数 . 

(2) W; 是 工 (R) 的 子 空间 . 因为 两 个 奇 函 数 的 和 及 数 乘 奇 函 数 仍 为 奇 函数 . 

(3) W; 是 工 (R) 的 子 空间 . 因为 W 非 空 , 且 对 任意 f,gEW;,XER, 有 
(f+g)(0)=f(0)+g(0)=f(D)+g()=(f+g) (1); 


<ct 习题 答案 | 187) 


4f(0)=4(f(0))=4(f(1))= 0), 
故 f+g,XfEW. 
3. (1) 是 . 因 Wi 是 齐 次 方程 组 zi 十 zs 十 … 十 zx, 二 0 的 全 体 解 向 量 . 
(2) Wi 不 是 R" 的 子 空间 . 因 Ws 对 加 法 不 封闭 . 
(3) Ws 不 是 子 空间 . 因 对 数 乘 运算 不 封闭 . 


习题 6-2 


1. 令 Ej 表示 i 行 ;j 列 位 置 元 素 是 1 其 余 是 零 的 mXn 和 矩阵 .它们 做 成 Mx,(R) 的 一 个 
基 , 故 Mx, (R) 的 维 数 是 mXn. 
2. 由 (oa 十 oa ,01 十 oo 十 o) 一 (ol ,os 0)4. 得 |4| 一 1 十 (一 1 于 1 
当 ? 为 偶数 时 ,|4| 王 0, 故 mw 十 os ,az 十 os ,on 十 o 线性 相关 , 它 不 构成 基 . 
当 ? 为 奇数 时 ,|4| 天 0, 故 m 十 oo ,os 十 os ,on 十 oa 线性 无 关 , 它 构成 一 个 基 . 
3. 坐标 为 (1,0, 一 1,0). 


习题 6-3 
0 0 1 
1 aa 0 0 |,a 在 基 &1 ,es;,e; 下 的 坐标 是 (zs ,zz ,zi )， 
0 1 0 
办 0 
2， 过 渡 矩 阵 为 |1 1 中 
1 1 -1 
2 0 .56 
1 3356 
3. (1) 过 渡 矩 阵 A= a ,向 量 上 在 所 指 基 下 的 坐标 为 
1013 
Nn 12 9 —27 一 33 
| 1| 1 12 一 9 —23 
»w| ?I 9 0 0 -18 
册 一 7 一 3 9 26 
1001 1 3 
(2) 过 渡 和 矩阵 A 二 |  ! 9 1 |, 向 量 & 在 所 指 基 下 的 坐标 为 | | 二 | 
oo 11 1| y| 13| 一 ?| 
0010 y 一 3 
4. 向 量 & 二 (k,k,k,k)T,k 是 非 零 常数 . 
习题 6-4 


| 


Tz 


ly ro=| 


(iss ， 习题 答案 >>》 


(2) Tl(e1)=—7et0e,, T(e)=19e te,. 
“= > | 


(3) el i 
L 


1 0 0 
2 C1) | 1 | (2) dy (ar:+8z+8)e. 
0 王 汗 


79 一 80 一 160 
3. A=| 48 50 96 |. 


16 16 35 


4. 略 . 
总 习题 6 
1. (1) 能 构成 ; (2) 不 能 构成 ; (3) 不 能 构成 ; (4) 能 构成 . 
2， 略 . 
3. 这 个 空间 的 维 数 为 5, 所 求 空间 的 一 组 基 为 : 
1 0 0 0 10 0 0 0 


KK=| 0 0 0|， X=|0 0 0|， X=| 1 0 0|， 


0 -1 0 311 
0o111 
1011 
4. (1)， (2) 略 ; (3) 过 渡 矩 阵 为 | ] | 
1110 
oj] [2 
1 | 1 
(4) 在 两 个 基 的 坐标 分 别 是 和 路 
3 |-1 
2 -1 0 
:| 1 中 
1 0 0 
6. 略 . 
1 1 1 
7. (DD) 略 ， (2) 过 湾 短 阵 | ”| 


0 0 … 1 


<<< 习题 答案 | 189) 


2 于“ 和 二 下 | 志 
(3) 变换 公式 | | 一 
y, 0 0 … 1 Ts 

8. (1) @ 不 是 线性 变换 ,其 他 均 为 线性 变换 ; 


(2) 不 是 线性 变换 ; 
(3) 是 线性 变换 . 


lss 032 ld3l 
Q23 ld22 la2l |; 


ds 4Q12 al 


9. (1) B= 


an ka Q13 


出 
(2) Bs=| jan az kos | 


k 
lal kasz la33 
au ta a lals 
(3) Bs 区 an 十 az 一 al azz 一 al Qazs “| 
aal 十 ass ld32 lss 


10. 略 . 


